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1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

 
"Из этой лекции станет ясно, 

что не всякая сумма равна  

бесконечности" 
 

1.1 Числовые ряды с положительными членами. Основные 

определения  

Под рядом понимается сумма бесконечного числа слагаемых. Так 

как складывать можно числа, функции, матрицы и так далее, то суще-

ствуют числовые ряды, функциональные, матричные и др. Теория ря-

дов широко используется в теоретических исследованиях и прибли-

женных вычислениях. С их помощью вычисляют приближенные зна-

чения функций (логарифмических, тригонометрических и др.), опре-

деленных интегралов, находят частные решения дифференциальных 

уравнений и т.д. 

Пусть дана числовая последовательность {un}, где n: ;1 ;  n  N,  

un  R. 

Определение.  Числовым  рядом  называется  сумма  членов  

числовой  последовательности 

u1 + u2 + u3 +…+ un +…= 


1n
nu .                      (1.1) 

Определение.  Слагаемые  суммы  (1.1)  называются  членами  

числового  ряда. 

u1 – первый член ряда; 

u2 – второй член ряда; 

…  …………………; 

un  n-ный член ряда; 

…  ………………... 

Рассмотрим числа вида: 

S1 = u1; 

S2 = u1 + u2; 
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S3 = u1 + u2 + u3; 

………………...; 

Sn = u1 + u2 +…+ un; 

…………………… 

Определение.  Числа  S1, S2, … Sn, …  называются  частичными  

суммами  ряда  (1.1). 

Числа  S1, S2, … Sn, … = {Sn}  образуют последовательность ча-

стичных сумм. Принято о поведении ряда (1.1) судить по поведению 

последовательности  {Sn}. 

Определение.  Числовой  ряд,  все  члены  которого  неотрица-

тельны,  называется  знакоположительным. 

Определение.  Если  существует  и  конечен  предел  n-ной  ча-

стичной  суммы  ряда,  то  числовой  ряд  (1.1)  называется  схо-

дящимся.  В  противном  случае  говорят, что  числовой  ряд  (1.1)  

расходится.    

 и конечен SSn
n




lim . 

Определение.  Число  n
n

SS


 lim   называют суммой  числового  

ряда.  

Пример 1. Рассмотрим сумму членов геометрической прогрессии 






 
1

1
1

1
1

2
111 ......

321 n

n

u

n

uuu

qbqbqbqbb
n

.        (1.2) 

Из школьного курса известно, что знаменатель геометрической 

прогрессии  q  может принимать значения  |q| < 1,  |q| > 1 или  |q| = 1,  

в зависимости от которых числовой ряд (1.2) может вести себя по-

разному: 

а) рассмотрим случай  |q| < 1.   

Sn = b1 + b1  q + … + b1  q
n-1

 =
 

q

qb n





1

11 ,  как сумма членов гео-

метрической прогрессии. 

 
q

b

q

qb
S

n

n
n

n 







 11

1
limlim 11   существует и конечен,  ряд (1.2) 
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сходится; 

б)  если  |q| > 1.  
 







 q

b
S

n
n

n 1

1
limlim 1 ,  ряд расходится; 

в)  q = 1. Ряд (1.2) принимает вид  b1 + b1 +…+ b1 + …,  Sn = n b1. 




n
n

Slim ,  ряд (1.2) расходится; 

г)  если  q = 1.  b1  b1 + b1  b1 + b1 …   знакочередующийся 

ряд и пусть  b1  0. Забегая вперед, можно сказать, что по теореме 

Лейбница ряд (1.2) расходится. 

Вывод.  Числовой ряд, члены которого являются членами геомет-

рической прогрессии, сходится только при  |q| < 1.  

Пример 2.  
   




 


1 1

1

1

1

43

1

32

1

21

1
......

n nnnn
. Исследо-

вать ряд на сходимость и вычислить его сумму, если это возможно. 

Воспользуемся определением:  
 


 1

1

32

1

21

1
...

nn
nS  

11

1

1

11

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1...1




n

n

nnn
. 

1lim
1













 n

n

n
,  исследуемый ряд сходится и его сумма  S = 1. 

Пример 3.  Исследовать ряд на сходимость по определению и 

найти его сумму, если он сходится:   

arctg
2

1
+ arctg

8

1
+ arctg

18

1
+ arctg

32

1
+ 

 
...arctgacrtg...

22
2

1

12

1


 nn
 

Проведем рассуждения в общем виде:  arctg x + arctg y = z   угол, 

по определению    

tg z = tg(arctg x + arctg y) = 
   
   

.
1arctgtgarctgtg1

arctgtgarctgtg

yx

yx

yx

yx








   

z = arctg
ух

ух





1
 

Найдем  Sn = u1 + u2 + … + un. 
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u1 + u2 = arctg
2

1
+ arctg

8

1
= arctg

8
1

2
1

8
1

2
1

1 




= arctg

3

2
 

u1 + u2 + u3 = arctg
3

2
+ arctg

18

1
= arctg

18
1

3
2

18
1

3
2

1 




= arctg

4

3
 

u1 + u2 + u3 + u4 = arctg
4

3
+ arctg

32

1
= arctg

32
1

4
3

32
1

4
3

1 




= arctg

5

4
 

Сравнивая  arctg
3

2
,  arctg

4

3
,  arctg

5

4
,  можно предположить, что   

u1 + … + u5 = arctg
6

5
  (убедитесь в этом самостоятельно).  

Значит,  Sn = u1 + u2 +…+ un = arctg
1n

n
. 

Вычислим  .1arctglimarctgarctglimlim
411






 n

n

n

n

nn
n

n
S  

Следовательно, исходный ряд сходится, а его сумма  S =
4


. 

 

Необходимое условие сходимости числового ряда 

Теорема.  Если  числовой  ряд  


1n
nu  сходится,  то  его  n-ный  

член  стремится  к  нулю  с  ростом  номера  n,  т.е. .0lim 


n
n

u   

Рассмотрим  un = Sn  Sn1,  тогда   

  


1limlim nn
n

n
n

SSu .0limlim 1  


SSSS n
n

n
n

 

Следствие.  Если  ,0lim 


n
n

u   то числовой ряд (1.1) расходится 

(доказать методом от противного). 

Замечание.  Доказанная теорема является необходимым, но не 

достаточным условием сходимости числового ряда, т.е. обратное 

утверждение, вообще говоря, неверно. Рассмотрим пример. 

Числовой ряд вида 
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





1

...
1

...
3

1

2

1
1

1

n nn
                              (1.3) 

называется гармоническим. ,0
1

limlim 
 n

u
n

n
n

 а ряд расходится. 

Покажем это. Предположим противное тому, что требуется доказать, 

т.е. предположим, что ряд сходится. Вычислим 

.......
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

12

1

2

1

слагаемых

2 



 nnnnnnn
nSS

n

nn

  
 

.
2

1
2  nn SS  

Но так как по предположению ряд сходится,   

  .0lim 2 


SSSS nn
n

 

Переходя в неравенстве к пределу, получаем ,0
2

1
  что невоз-

можно. Значит, наше предположение неверно, гармонический ряд 

(1.3) расходится. 

Пример 4.  Исследовать ряд на сходимость  






11000

1

n n

n
. 

0001,0limlim
1000

1




 n

n

n
n

n
u ,  ряд расходится по следствию 

из необходимого признака. 

Пример 5.  Исследовать на сходимость ряд  











 

1

.
1

n

n

n

n
 

Применим необходимый признак сходимости: 

  01lim1lim
1
















eu

n

n
n

n n
,  ряд расходится.  

Пример 6.  Исследовать ряд на сходимость   


3

4

2

3
lnln2ln .ln...ln...

1

11








n n

n

n

n
 

Необходимый признак применить нельзя, так как   
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


n
n

ulim 01lnlnlim
1












 n

n

n
 

 ряд может как сходиться, так и расходиться. 

Исследуем ряд по определению: 

 
 .1lnlnln...ln2ln

...321

1...4321

2

3





nS

n

n

n

n
n  

  


1lnlimlim nS
n

n
n

  бесконечен,   ряд расходится. 

Вывод.  Только невыполнение необходимого условия сходимости 

позволяет делать определенный вывод, а его выполнение 









0lim
n

nu   

не решает вопроса о поведении числового ряда. 

 

Остаток ряда и его свойства 

Рассмотрим числовой ряд  (1.1)  .
1




n
nu   Отбросим первые  n  чле-

нов ряда, получим ряд 





 

1
21 ...

nk
knn uuu .                                  (1.4) 

Определение.  Ряд  (1.4)  называется  n-ным  остатком  ряда  

(1.1)  или  остатком  после  n-ного  члена.  Обозначается 





1

.
nk

nk ru  

Свойство 1.  Если  сходится  ряд,  то  сходится  любой  его  

остаток. 

Доказательство.  Так как ряд (1.1) сходится, то его сумма выра-

жается конечным числом  S,  ,
1

Su
n

n 




  но  









111 nk

k

n

k
k

n
n uuu  

= Sn + rn,  rn = S  Sn.  Вычислим  0lim 


n
n

r ,   ряд (1.4) как остаток 

ряда (1.1) сходится. 

Свойство 2.  Если  сходится  какой-либо  остаток  ряда,  то  

сходится  и  сам  ряд. 
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nn
n

n ruuuu 




...21
1

 

По условию  rn  остаток – сходится, а сам ряд отличается от него 

на конечное число членов,  (1.1) будет сходиться, и его сумма бу-

дет равна сумме первых  n-членов ряда и остатка.  S = Sn + rn. 

Свойство 3.  Если  числовой  ряд  сходится,  то  сумма  его  

остатка  стремится  к  нулю,  когда  номер  стремится  к  беско-

нечности (доказательство см. Свойство 1). 

Вывод.  Ряд и остаток ведут себя одинаково – сходятся или рас-

ходятся одновременно. 

 

1.2  Операции над числовыми рядами 

Умножение  на  число.  Рассмотрим ряд  


1n
nu  (1.1) и ряд  







1n

nuс                                                 (1.5) 

где  с  const., c  0. 

Теорема 1.  Если  ряд  (1.1)  сходится,  то  сходится  и  ряд  

(1.5) (доказать самостоятельно, по определению, используя основные 

теоремы о пределах.) 

Пример 7.  Исследовать ряд на сходимость:   

2
4
 + 2

3 
+ 2

2
 + 2 + 1 + 







0

44 2

1
...

2

1
...

2

1

n
nn

. 

Рассмотрим ряд:  


0 2

1

n
n

   сходится как сумма членов бесконеч-

но убывающей геометрической прогрессии. Исходный ряд получает-

ся путем умножения на число  с = 2
4
.  Тогда, по теореме 1, исходный 

ряд сходится. 

Сложение  и  вычитание  рядов:  Пусть даны 2 ряда: 


1n
nu  (1.1) 
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и      





1n

n                                         (1.6) 

Определение:  Суммой  (разностью)  рядов  (1.1)  и  (1.6)  

называется  ряд  вида   





1

.
n

nnu  

Теорема  2.  Если  ряды  (1.1)  и  (1.6)  сходятся  и  их  суммы  

соответственно  равны  S'  и  S",  то  каждый  из  двух  рядов  

 





1n

nnu   сходится  и  сумма  каждого  равна  соответственно  

S'  S"  (доказательство по определению). 

Пример 8.  Исследовать ряд  






0 6

32

n
n

nn

 на сходимость, и если он 

сходится, найти его сумму.   
































 000 6

3

6

2

6

32

n

n

n

n

n
n

nn

 сходится как сумма двух сходя-

щихся рядов. 

.5,3

2

1
1

1

3

1
1

1
21 



SSS  

Следствие 1.  Сумма  (разность)  сходящегося  и  расходящего-

ся  рядов  есть  ряд  расходящийся  (доказательство от противного.) 

Следствие 2.  Если  ряды  (1.1)  и  (1.6)  расходятся,  то  о  схо-

димости  их  суммы  (разности)  ничего  заранее  сказать  нельзя. 

Покажем это на конкретных примерах. 

Пример 9.  Ряды 3 + 6 + 9 +…+ 3n +…  и  2 + 4 + 6 +…+ 2n +…  

расходятся (как сумма членов арифметической прогрессии). Их сум-

ма  5 + 10 + 15 +…+ 5n +…  и разность  1 + 2 + 3 +…+ n +…  расхо-

дятся по аналогии. 

Пример 10.  Даны ряды:  1 + 1 + 1 +…+ 1 +…  и  2 + 
4

5

2

3
 

+…+
n

n

2

12 
   расходятся. 
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Первый ряд расходится по определению, а второй – как сумма 

сходящегося и расходящегося рядов. Расходимость второго ряда 

можно показать и иначе:  

  
























 







 2

1

2

1

2

12
1111

00 n
n

n
n

n

...1...1
12

2

1

2

1




















n
; 

  









2

1
111nS n

n

n




















 
раз

12
1...111...1

2

1

2

1
, 




nS
n

n
n

limlim ,   второй ряд расходится по определению. 

Исследуем на сходимость сумму и разность данных рядов. 

Сумма:    ...
2

1
11...

4

5
1

2

3
121

1





























n
; 

  ,1...11
2

1
11...

4

5
1

2

3
121

1
nS

разn
nn 




























   

 сумма данных рядов расходится. 

Разность:  для получения положительного числового ряда из 

второго ряда вычтем первый: 





0 2

1

2

1

8

1

4

1

2

1
......1

n
nn

  схо-

дится как сумма членов геометрической прогрессии со знаменателем  

.1
2

1
q  

Пример 11.  Найти сумму ряда  .
1

2
247049

14



 n nn
 

Разложим знаменатель на множители:  49n
2
  70n  24 = 0. 

4

Д
= 35

2
 + 4924 = 49

2
 

n1,2 = 
49

4935 
,   

7

12

49

84
1 n    или   .

7

2

49

14
2 n  

49n
2
  70n  24 = 49 



















7

2

7

12
nn = (7n  12)(7n + 2) 

Ряд примет вид   
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  








  11
2

27127

14

247049

14

nn nnnn
.

1 27

1

127

1

















n nn
 

Вычислим  Sn = u1 + u2 + … + un. 

u1 =
9

1

5

1



;   u2 =

16

1

2

1
 ;   u3 =

23

1

9

1
 ;   u4 =

30

1

16

1
 ;   u5 =

37

1

23

1
   и т.д.  

un-1 = ;
57

1

197

1




 nn
   un = .

27

1

127

1




 nn
 

Тогда  Sn = 


































 ...

30

1

16

1

23

1

9

1

16

1

2

1

9

1

5

1
 

27

1

57

1

2

1

5

1

27

1

127

1

57

1

197

7




























nnnnnn
, 

,3,0lim
2

1

5

1



n

n
S  следовательно, исходный числовой ряд 

сходится, а его сумма равна 0,3. 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Сформулируйте аналог теоремы:  "Если все члены сходящегося 

ряда умножить на действительное число, то полученный ряд также 

сходится" для расходящихся рядов. 

2. Существует ли аналог теоремы 2 для расходящихся рядов? 

3. Сформулируйте достаточный признак расходимости ряда. 

4. Найдите сумму ряда  
  

.
1 21

83



 



n nnn

n
 

 

1.3 Признаки сходимости числовых рядов с положительными 

членами: теоремы сравнения, признак Даламбера, локальная и 

интегральная теоремы Коши  

Рассмотрим числовой ряд (1.1) 


1

,
n

nu   где  un  0, тогда последо-
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вательность его частичных сумм является неубывающей. Необходи-

мым и достаточным условием сходимости такой последовательности 

является ее ограниченность сверху. Возможны два случая: 

1) {Sn}  ограничена,   ряд сходится   ,lim SSn
n




 

2) {Sn}  не ограничена,   ряд расходится   .lim 


n
n

S  

Поэтому справедлива следующая  теорема:  Для  того,  чтобы  

ряд  с  неотрицательными  членами  сходился,  необходимо  и  до-

статочно,  чтобы  последовательность  его  частичных  сумм была  

ограничена  (сверху)  (без доказательства). 

В предыдущих примерах мы вычисляли сумму числовых рядов, 

однако прежде чем выполнять указанную операцию, полезно убе-

диться в том, что он сходится. Иначе большие усилия будут затраче-

ны на то, чего не существует. 

 

Признак сравнения в неравенстве 

Теорема.  Пусть  заданы  два  числовых  ряда  


1n
nu  (1.1)  и  







1n

n  (1.6),  где  un  n > 0.  Тогда  из  сходимости  ряда  (1.1)  сле-

дует  сходимость  ряда  (1.6),  а  из  расходимости  ряда  (1.6)  сле-

дует  расходимость  ряда (1.1).  

Доказательство.  un  n .limlim
1111











n

k
k

n

n

k
k

n

n

k
k

n

k
k uu  

1. Если ряд (1.1) сходится, то ,limlim
11










n

k
k

n

n

k
k

n
Su   что 

означает сходимость ряда (1.6). 

2. Если ряд (1.6) расходится, то ,limlim
11

 







n

k
k

n

n

k
k

n
u   что 

означает расходимость ряда (1.1). 
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Пример 12.  Исследовать на сходимость ряд 

......1
1 1

3

1

2

1
32

1





n

n
n

nn
 

.............
2

3232
2

1

2

1

2

1

2

11

3

1

2

1






n

nnnn
 

Но ряд 


2 2

1

n
n

 сходится (см. выше). Тогда по теореме сравнения в 

неравенстве из сходимости ряда с большими членами следует сходи-

мость ряда с меньшими членами 


1

1

n
n

n
, добавляя к которому еще 

один член, равный единице, его поведение не изменится. Итак, 


1

1

n
n

n
 

 сходящийся ряд. 

 

Пример 13.  Исследовать на сходимость ряд 

......
lg

1

3lg

1

2lg

1

lg

1

2




 nnn

 

Так как  n > lg n,  для всех  n  2,  то  
nn lg

11
   и ряд с меньшими 

членами  


2

1

n n
  расходится, тогда по теореме сравнения исходный ряд  




2 lg

1

n n
 расходится. 

 

Признак сравнения в предельной форме 

Теорема.  Пусть  даны  два  числовых  ряда  


1n
nu  (1.1)  и  







1n

n  (1.6),  где  un,  n > 0  и  существует  конечный  
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.0lim 


n

n

n

u
  Тогда  ряды  (1.1)  и  (1.6)  сходятся  или  расхо-

дятся  одновременно.  

Доказательство.  Согласно определению предела последова-

тельности  
n

n

n

u


lim =      < 

n

nu


 <  +   при  n > N  

    .

21

 nnn u   

1. Пусть ряд (1.6) сходится, тогда ряд    ,
1







n

n  отличающий-

ся от (1.6) на множитель, также сходится. Теперь из признака сравне-

ния в неравенствах, согласно неравенству 2, ряд (1.1) сходится. 

2. Пусть ряд (1.1) сходится, тогда из признака сравнения, соглас-

но неравенству 1, ряд (1.6) сходится. 

3. Пусть ряд (1.1) расходится, тогда из признака сравнения, со-

гласно неравенству 2, ряд (1.6) расходится. 

4. Пусть ряд (1.6) расходится, тогда из признака сравнения, со-

гласно неравенству 1, ряд (1.1) расходится. 

Пример 14.  Исследовать ряд  


 1 12

1

n n
 на сходимость. 

С каким рядом удобно сравнить данный ряд?  Сравним с 


1

1

n n
 

расходящимся гармоническим рядом. Применяя теорему сравнения в 

предельной форме, получим:  
2

1

12

1
lim 


n

nn
  конечен,  исход-

ный ряд расходится. 

Пример 15.  Исследовать на сходимость ряд  






1

.sin
n n

 

Сравним с гармоническим расходящимся рядом 


1

1

n n
, вычисляя  
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k

kn

n

n

n

n

knn

k

n

k
sin

sin

0

0

1

sin

0
lim

.0

,

,

limlim
















































= ,  ряды 

ведут себя одинаково. Исходный ряд  






1

sin
n n

  расходится. 

Замечание.  Отметим, что признаки сравнения не всегда удобно 

применять, поскольку для их использования в каждом конкретном 

случае необходимо найти соответствующий ряд, сходимость или рас-

ходимость которого была бы известна. Поэтому на практике часто 

используют другие признаки сходимости, основанные на свойствах 

членов исследуемого ряда. 

 

Задания для самостоятельного решения 

Вопрос о сходимости данных рядов решить с помощью призна-

ков сравнения. 

1.  
 

......
11

212

1

23

1

11

1





n
n

   2.  ...sin...sinsin
242



n

 

3.  ......1
22

1

1

21

21










n

n
      4.  

  
......

41

1

63

1

52

1


 nn
 

5.  
 

......
2

1

8

3

3

2






nn

n
      6.  ...tg...tgtg

484




n
 

7.  ......
1

1

5

1

2

1
2


n

       8.  ......
13

1

5

1

2

1


n
 

9.  


 1
2

54

1

n nn
          10.  

















1

2

3

2

1

1

n n

n
 

11.  


 1
2

2

1

n nn
          12.   






1

1
n

nn  

13.  


 1
4

1

1

n n
          14.   






1

11
1

n

nn
n

 



18 

 

15.   





1

22 11
1

n

nnnn
n

 

 

Признак Даламбера 

Теорема.  Пусть  для  ряда  


1n
nu  (1.1),  где  un > 0,  существует  

,lim 1 


n

n

n u

u
  тогда,  если   > 1  ряд  расходится,   < 1  сходит-

ся.  Если   = 1,  то  вопрос  о  сходимости  числового  ряда  оста-

ется  открытым. 

Доказательство.  Согласно определению предела последова-

тельности 
n

n

n u

u 1lim 


=      < 

n

n

u

u 1 <  +   при  n > N,  n  N.  По-

лагая     = q,  получим  
n

n

u

u 1 < q.  Пусть   < 1,  а    произвольно 

мало, тогда    можно подобрать настольно малым, что  q =    < 1.  

Тогда для всех n > N имеем: 
N

N

u

u 1 < q, 
N

N

u

u 2 < q, 
N

N

u

u 3 < q, …, т.е.  

...,,, 3
23

2
121 ququuququuquu NNNNNNNN    

Рассмотрим два ряда: 

...321   NNNN uuuu                            (1.7) 

и     ...32  quququu NNNN                        (1.8) 

Ряд (1.8) сходится как сумма членов геометрической прогрессии 

со знаменателем  q < 1.  Тогда по теореме сравнения в неравенстве 

сходится и ряд (1.7). Но ряд (1.7) получается из ряда (1.1) как остаток 

после  N1  члена. Используем свойства ряда и остатка, следователь-

но (1.1) сходится, если   < 1. Пусть теперь   > 1. Покажем, что ряд 

расходится. Пусть  
n

n

n u

u 1lim 


=  > 1  un+1 > un,  значит члены ряда 
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(1.1) возрастают с увеличением номера члена  n.  Поэтому ,0lim 


n
n

u  

т.е. выполняется достаточный признак расходимости числового ряда, 

исходный ряд расходится. 

Замечание 1.  Если ,lim 1 


n

n

n u

u
 то ряд (1.1) расходится. 

Замечание 2.  Если расходимость ряда (1.1) установлена с помо-

щью признака Даламбера, то общий член ряда не стремится к нулю с 

ростом номера  n. 

Замечание 3.  Если   = 1,  признак Даламбера на вопрос о том, 

сходится или расходится ряд, ответа не дает. Как показывают приме-

ры, в этом случае может иметь место как сходимость, так и расходи-

мость, нужны дополнительные исследования. 

Пример 16.  Исследовать ряд на сходимость  .
1 3

12







n
n

n
 

3

1

12

3

33

12
limlim 1 









 n

n

u

u
n

nn
n

n

n
< 1,  исходный ряд сходится. 

Пример 17.  Исследовать ряд на сходимость  .
1

1



n n
 

1limlim
11

1


  n

n

n nn
n   ничего сказать нельзя, применим 

признак сравнения. ,.
11

nn
nn    но  



1

1

n n
  гармонический ряд с 

меньшими членами расходится,  исходный ряд расходится по при-

знаку сравнения в неравенствах. 

Замечание 4.  Признак Даламбера удобно применять для рядов,  

n-ный член которых содержит степени или факториалы. 

Пример 18.  Исследовать ряд на сходимость 
 

 
.

!1 13

12...531



 



n
n

n

n
 

Применим признак Даламбера, найдем 

  
 

.
3 !2

1212...531
11




 

n

nn
nnu  
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  
 

 
 















 12...531

13

23

1212...531 !

!
limlim

1
1

n

n

n

nn
n

n
n

n

n

n u

u
 

 
  3

2

23

12
lim



















n

n

n
< 1,    ряд сходится. 

 

Задания для самостоятельного решения 

Доказать сходимость данных рядов с помощью признака Далам-

бера. 

1.  
 

......
!12

1

!5

1

!3

1


n
      2.  ......

22

2

2

1
2


n

n
 

3.  ...tg...tg2tg
1

284





n

n     4.  
 
 

......
34...51

13...52

51

52

1

2










n

n
 

5.  ......
39

4

3

1
2


n

n
        6.  

 
......

!3

12...31

63

31

3

1










n

n
n

 

7.  ...sin...sin4sin
242

2 

n

n    8.  
 

......
!1!3

2

!2

1


n

n
 

9.  
 

...
!

...
2

!1

42

32

2

2










n

n
n

      10.  
 
 








1 !3

!12!

n n

nn
 

 

Локальная теорема Коши 

Теорема.  Если  существует  n
n

n
u


lim =   0,  где  un   n-ный  

член  числового  ряда  


1n
nu  (1.1),  тогда: 

1) если    1,  ряд  (1.1)  сходится; 

2) если   > 1,  ряд  (1.1)  расходится; 

3) если   = 1,  вопрос  о  поведении  числового  ряда  остается 

открытым. 

Доказательство.  Пусть существует конечный n
n

n
u


lim = ,   
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по определению предела последовательности     n
nu      при  

n > N       .

21


n

n

n
u   

Просуммируем неравенства 1 и 2: 

    .
111















n

n

n
n

n

n
u  

Пусть    1,  выберем    так, чтобы      1,  тогда ряд 

 





1n

n
 сходится как сумма членов геометрической прогрессии со 

знаменателем  q =     1,  тогда по признаку сравнения в неравен-

стве    исходный ряд сходится. 

Пусть   > 1,  выберем    так, чтобы     > 1.  Тогда ряд 

 





1n

n
 расходится,    исходный ряд также будет расходиться. 

Замечание.  Если  ,1lim 


n
n

n
u  то этот случай требует дополни-

тельного исследования. 

Пример 19.  Исследовать ряд на сходимость  .
1 12














n

n

n

n
 

Применим признак Коши:  
2

1

12
limlim 




 n

n
u

n

n
n

n
 < 1,    ряд 

сходится. 

 

Интегральная теорема Коши 

Теорема.  Пусть  u(n)  положительная,  непрерывная,  моно-

тонно  убывающая  на  [1,+)  функция  натурального  аргумен-

та,  тогда  числовой  ряд  u(1) + u(2) + u(3) +…+ u(n) … (1.1)  схо-

дится  или  расходится  одновременно  с  несобственным  инте-

гралом    .
1




 dnnu  
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Доказательство.  По условию функция  u(n)  убывающая. Тогда 

для  n-ного  частичного отрезка  [n; n+1]  справедливо неравенство 

u(n+1)  u()  u(n),                                    (1.9) 

где  [n; n+1].   

Применим к  n-ному частичному отрезку теорему о среднем:  

       



1

.1
n

n

unnudnnu  

Подставим полученное в (1.9): 

u(n+1)   



1n

n

dnnu   u(n)                           (1.10) 

Просуммируем все части неравенства (1.10): 

       




 








1

1

11

1
n

n

n nn

nudnnunu                    (1.11) 

или                          .1

2

11

1

1 










nn

nudnnunu                      (1.12) 

Пусть сходится числовой ряд  ,
1




n
nu  тогда, с учетом неравенства 

2 формулы (1.12), сходится несобственный интеграл. 

Если несобственный интеграл сходится, то из неравенства 1 фор-

мулы (1.12) следует сходимость числового ряда   ,1
1







n

nu  а это есть 

остаток исходного ряда  


1n
nu   после  n-ного члена. Но ряд и остаток 

ведут себя одинаково. 

Пусть теперь 


1n
nu  расходится, тогда расходится его остаток 

 ,1
1







n

nu  а, значит, с учетом неравенства 1 формулы (1.12), будет 

расходиться несобственный интеграл. 

И последнее, если расходится несобственный интеграл, тогда, с 
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учетом неравенства 2 формулы (1.12), будет расходиться и сам ряд 




1n
nu . 

Пример 20.  Исследовать ряд на сходимость .
1

1






n n
 

Данный ряд называется рядом Дирихле, при   = 1  является гар-

моническим;  при    0  ряд расходится;  при    0  выполняются все 

условия интегральной теоремы Коши.  

Вычислим 



dx

x1

1






1

1

1

х
 


















сходитсяинтеграл0-11,

расходитсяинтеграл01,1

1

1

1

11
1

1

 

Итак, ряд Дирихле сходится только при    1. 

Заметим, что ни признак Коши, ни признак Даламбера не решают 

вопроса о сходимости данного ряда, так как 

 
.11limlim

1

1  









 n

n

u

u

n
n

n

n
 

 

 

Задания для самостоятельного решения 

Доказать сходимость данных рядов с помощью локального при-

знака Коши 

1.  
 

......
1ln

1

3ln

1

2ln

1
2


n

n
 

2.  ......
125

2

3

1
2






















n

n

n
 

3.  arcsin 1 + arcsin
2
 

2

1
+ … + arcsin

n 

n

1
 + … 
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4.  ......
3

1

9

2

3

3

2

24



























n

n

n

n

 

Вопрос о сходимости рядов решить с помощью интегрального 

признака Коши 

1.  
   

......
1ln1

1

3ln3

1

2ln2

1
222


 nn

 

2.  ......
ln

1

3ln3

1

2ln2

1


nn
 

3.  ......

2

2

2

2

2

2
1

1

21

21

11

11








































n

n
 

4.  


 



2 1

11
ln

n n

n

n
 

Выяснить, какие из данных рядов сходятся, какие расходятся: 

1.  
 

......
11

1

33

1

22

1


 nn
 

2.  1 + ......
123

2


n

n
 

3.  ......2
1

2

3




n

n
 

4.  1 + ...
!

...
2

21

4


 n

n
 

5.  2 + ......
3

2
1

8

5




n

n
 

6.  ......
110002001

2

1001

1


n

n
 

7.  ......
222

121

2

11

1


 n

n
 

8.  ......
3

12

3

3

3

1
2



n

n
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9.  arctg 1 + arctg
2
 
2

1
 + … + arctg

n
 
n

1
 + …  

10.  2 + ......
4

2

16

4


n

n

 

11.  
  

......
1445

1

76

1

31

1


 nn
 

12.  ......
2

3

8

9

2

3



n

n

n
 

13.  1 + ...
!

...
2

2

21



n

n

n
 

14.  ...sin...sinsin
242




n
 

Доказать каждое из соотношений с помощью ряда, общим чле-

ном которого является функция, стоящая под знаком предела 

1.  0
!

lim 
 n

a
n

n
           2.  

 
!

!
lim

2
nn a

n


= 0    (a > 1) 

3.  
 

0
!

lim
2


 n

n
n

n
          4.  

 
0lim

2
!


 n

n
n

n
 

5.  
 

0lim
2

!


 n

n

n n

n
          6.  

 
 

0
!

lim
12

2


 n

n
n

n
 

Исследовать числовые ряды на сходимость 

1.  


 1
5

lg

n nn

n
           2.  



 



1
23

5

3

2

1
arctg

n n

n

n
 

3.  
 
 








1 !

!

2

15

n

n

n

n
           4.  


















2

2

32

1

n

n

n

n
 

5.  
 



 2
3

2

ln1n nn

n
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2.  ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

 
Из лекции мы убедимся, что известное 

утверждение: от перестановки слагаемых 

сумма не меняется – имеет свою границу. 

 

2.1 Знакопеременные ряды. Теорема Лейбница. Абсолютная и 

условная сходимости  

Определение.  Числовые  ряды,  содержащие  как  положи-

тельные,  так  и  отрицательные  члены,  называются  знакопе-

ременными  или  рядами  с  произвольными  членами. 

Рассмотрим ряд, в котором за каждым положительным членом 

следует отрицательный: 

   







1

11

4321 1...1...
n

n

n

n

n
uuuuuu .            (2.1) 

Определение.  Ряд  (2.1),  в  котором  un > 0,  называется знако-

чередующимся. 

Для исследования знакочередующихся рядов на сходимость при-

меняется теорема Лейбница. 

Теорема.  Если  члены  знакочередующегося  ряда  (2.1)  убы-

вают  по  абсолютной  величине  (u1 > u2 > … > un > …)  и  

,0lim 


n
n

u   то  знакочередующийся  ряд  сходится,  его  сумма  

положительна  и  не  превосходит  первого  члена. 

Доказательство.  Рассмотрим  n-ную  частичную сумму ряда 

(2.1), когда число слагаемых в ней четно:  Sn,  где  n = 2m.   

S2m = (u1  u2) + (u3  u4) + … + (u2m1  u2m) > 0, 

  учитывая первое условие теоремы.  

Иначе:        .... 12

0

1222

0

54

0

3212 uuuuuuuuuS mmmm 








 

Таким образом,  {S2m}   возрастает и ограничена, а значит, имеет 

конечный предел: ,lim 2 SS m
m




  где  0 < S < u1.  Если число слагае-
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мых нечетно:  n = 2m + 1,  S2m+1 = S2m + u2m+1.  Переходя в последнем 

равенстве к пределу при  m  +, получим  


12lim m
m

S 


m
m

S2lim  

+ 12lim 


m
m

u  = S,  учитывая второе условие теоремы. Таким образом 

доказано, что и при четных  n,  и при нечетных  n
n

S


 lim  = S,    зна-

кочередующийся ряд (2.1) сходится. 

Пример 1.  Исследовать ряд   







1

1
.1

1

n

n

n
 

Выпишем члены ряда по абсолютной величине:  














0lim

...1

1

1

3

1

2

1

n

n

n

    исходный ряд сходится по теореме Лейбница.  

Пример 2.  Исследовать ряд  
 

.
!

1
1

3

1



 


n

n

n

n
 

...
15

8

8

9

3

4

2

1
   первое условие теоремы выполняется, начи-

ная со второго члена. Для проверки второго условия рассмотрим чис-

ловой ряд с положительными членами 
 

,
!1

3

1



 n n

n
 который сходится 

по признаку Даламбера (проверить самостоятельно). Тогда по необ-

ходимому признаку сходимости следует выполнимость равенства 

 
.0

!
lim

1

3


 n

n

n
 Итак, исходный ряд сходится по теореме Лейбница 

для  n:  ;2 .  Добавление к ряду первого члена  u1 = ½  не изменит 

его поведения. 

Вернемся к знакопеременным рядам. Знакочередующийся ряд 

является частным случаем знакопеременного ряда. Будем рассматри-

вать ряд  ,
1




n
nu   где  u1, u2, …, un, …  могут быть как положительны-

ми, так и отрицательными. Сформулируем достаточный признак схо-
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димости знакопеременного ряда. 

Теорема.  Если  знакопеременный  ряд 

u1 + u2 +…+ un +…                                   (2.2) 

таков,  что  ряд,  составленный  из  абсолютных  величин  его  

членов 

|u1| + |u2| + |u3| +…+ |un|+…                           (2.3) 

сходится,  то  данный  знакопеременный ряд  также  сходится. 

Доказательство.  Пусть  Sn  и  n   сумма  n-первых членов ря-

дов (2.2) и (2.3). Пусть nS    сумма всех положительных, а nS    сумма 

абсолютных величин всех отрицательных членов среди первых  n  

членов данных рядов, тогда  ., nnnnnn SSSSS   Так как ряд 

(2.3) сходится, то    конечный  ,lim 


n
n

  но по теореме о пределе 

суммы следует, что существуют и конечны SSn
n




lim  и .lim SSn
n




 

А значит, существует и конечен 


n
n

n
n

n
n

SSS limlimlim ,SS   

 знакопеременный ряд (2.2) сходится. 

Вывод.  Исследование знакопеременного ряда на сходимость 

сводится к исследованию на сходимость числовых рядов с положи-

тельными членами. 

Пример 3.  Исследовать на сходимость  ,
1

2

sin







n n

n
    R. 

Рассмотрим ряд  











1
2

1
2

1sin

nn nn

n
.  Последний сходится как 

обобщенный гармонический ряд. Тогда по теореме сравнения в нера-

венствах следует, что  






1
2

sin

n n

n
  сходится, а значит, сходится исход-

ный ряд. 

Пример 4.  

 
...

321
1 3

4

5
cos

3

4

3
cos

3

4
cos

3

4
12cos










 





n
n

n
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Рассмотрим ряд  

 















11 3

1

3

4

5
12cos

n
n

n
n

n

,  последний сходится 

как сумма членов бесконечно убывающей геометрической прогрес-

сии с  q =
3

1
,    по теореме сравнения исходный ряд сходится. 

Доказанная теорема является достаточным признаком сходимо-

сти знакопеременного ряда, но не необходимым. Можно привести 

пример таких знакопеременных рядов, которые сами сходятся, а ря-

ды, составленные из абсолютных величин их членов, расходятся. По-

этому имеет смысл ввести понятия об абсолютной и условной сходи-

мости знакопеременного ряда. 

Определение.  Знакопеременный  ряд  u1 + u2 + …+ un + …  

называется  абсолютно  сходящимся,  если  сходится  ряд,  со-

ставленный  из  абсолютных  величин  его  членов:   

|u1| + |u2| + |u3| + … + |un|+ … 

Определение.  Если  же  ряд  (2.3)  расходится,  а  ряд  (2.2)  

сходится,  то  знакопеременный  ряд  называется  условно  или  

неабсолютно  сходящимся  рядом. 

Определение.  Если  ряды  (2.2)  и  (2.3)  оба  расходятся,  то  

ряд  (2.2)   абсолютно  расходящийся. 

Пример 5.   







1

1 1
1

n

n

n
  условно сходящийся ряд. 

Пример 6.  
 

.
!1

1
1









n

n

n
 

Составим ряд из абсолютных величин членов исходного ряда 

,
!1

1



n n
  числовой положительный ряд. Применим признак Даламбера: 

 
10lim

!

!
limlim

1

1

1

1 
 



 nn

n

u

u

nn
n

n

n
,  сходится,  исходный 

ряд сходится абсолютно. 

Рассмотрим без доказательства наиболее интересные свойства 
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абсолютно и условно сходящихся числовых рядов. 

Свойство 1.  Если  знакопеременный  ряд (2.2)  сходится  аб-

солютно,  то  его  сумма  не  меняется  при  любой  перестановке  

его  членов. 

Свойство 2  (теорема  Римана).  Путем  перестановки  членов  

условно  сходящегося  ряда  можно  получить  сходящийся  ряд  с  

наперед  заданной  суммой  или  ряд  расходящийся. 

Покажем свойство 2 на конкретном примере. Рассмотрим услов-

но сходящийся знакочередующийся ряд  







1

1 1
1

n

n

n
, по теореме Лей-

бница его сумма  0 < S < 1. 

Переставим члены ряда и сгруппируем их по трое: 

    

















4

1

2

11

4

1

3

1

2

11
1...1...11

1

1

1

nn

n

n

n
 






























......

4

1

24

1

12

1

12

1

10

1

5

1

8

1

6

1

3

1

nnn
 







































......1

2

1

12

1

2

1

6

1

5

1

2

1

4

1

3

1

2

1

2

1

2

1

nn
 

  .1
2

11

2

1

1

1
S

nn

n
 






 

Для приближенного вычисления суммы знакочередующегося ря-

да бывает полезна следующая теорема. 

Теорема  (оценка остатка знакочередующегося ряда).  Остаток  

rn  знакочередующегося  ряда  имеет  знак  своего  первого  члена,  

а  по  абсолютной  величине  не  превосходит  его  модуля. 

Иначе  |rn| < |un+1|  (доказать самостоятельно, аналогично теореме 

Лейбница). 

Пример 7.  Вычислить сумму ряда 
 

 



 



1
23

1

1

n

n

n

n
 с точностью   

 = 10
3

. 

Предварительно убедимся, что данный знакочередующийся ряд 
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сходится по теореме Лейбница  

  















0lim

...

23

222

1

28

3

9

2

2

1

n

n

n

,  ряд сходится.  

Для нахождения суммы с заданной степенью точности все вы-

числения выполняем с одной запасной цифрой до тех пор, пока не 

будет выполняться неравенство  |rn| < |un+1| < 10
3

.    


81

2

4

1
S

222
12665

4

28

3 5
 + …  0,25 + 0,0247 – 0,0038 +

3
10

0003,0


  

 0,2291  0,229. 

Для достижения заданной точности достаточно найти сумму пер-

вых трех членов исходного ряда. 

Пример 8.  Сколько слагаемых нужно взять, чтобы вычислить 

сумму ряда 
 









1

1

!

1

n

n

n
 с точностью 10

2
. 

Воспользуемся неравенством 
  100

1

1

1

100

1

!
1 




n
nn ur   

(n+1)! > 100. Данное неравенство выполняется при  n = 4, так как 

(4+1)! = 5! = 120 > 100. Следовательно, достаточно найти сумму пер-

вых четырех членов исходного ряда, чтобы получить сумму с точно-

стью 10
2

. 

 

Понятие о числовых рядах с комплексными членами 

Определение:  Числовой  ряд     










 111 n
n

n
nn

n
n aibaz ,

1




n
nbi  

члены  которого  zn = an + ibn  (an, bn  R)  комплексные  числа,  

называется  рядом  с  комплексными  членами.  Ряд  


1n
na   назы-

вается  действительной  частью  ряда,  а  ряд 


1n
nb   его  мнимой  

частью. 
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Составим сумму  n-первых членов ряда: 


n

k
kn zS

1

.
11





n

k
k

n

k
k bia   

Предел n
n

S


lim  существует тогда и только тогда, когда существуют 

пределы 




n

k
k

n
a

1

lim  и .lim
1






n

k
k

n
b  Но существование последних преде-

лов означает сходимость рядов 


1n
na  и 



1n
nb . Следовательно, ряд с 

комплексными членами сходится тогда и только тогда, когда сходят-

ся ряды, составленные из действительных и мнимых частей членов 

ряда. 

Пример 9.  
   












 













111 1

1

2

11

12 nn
n

n
n

nn
i

nn

i
. 




1 2

1

n
n

  сходится как сумма членов бесконечно убывающей гео-

метрической прогрессии с  q = 
2

1
< 1.  

 



 1 1

1

n nn
  сходится по теоре-

ме сравнения в предельной форме, сравнить с рядом  


1
2

1

n n
. Значит, 

исходный ряд есть ряд сходящийся. Сумма первого ряда 

1

2
11

2
1

1 


S .  Сумма ряда  
 




 1 1

1

n nn
  найдена  раньше:  S2 = 1. Итак, 

сумма исходного ряда  S = S1 + iS2 = 1 + i. 

Пример 10.  














1

,
12

1

n
n

n

i
  ряд  














1 2

1

n
n

 сходится (см. преды-

дущий пример), ряд  













1 1

1

n n
  расходится как остаток гармониче-

ского ряда. Значит, исходный ряд расходится.  

Замечание. Данный материал может быть предложен в качестве 

реферата, так как не является обязательным.  
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Задания для самостоятельного решения 

Выяснить, какие из указанных рядов сходятся абсолютно, какие 

не абсолютно, какие расходятся 

1.    ...1...1
12

1

3

1 1






n

n
     2.   

 
...1...1

3

1

3
12

1

3

1






n

n
 

3.   
 

...1...
1ln

1

3ln

1

2ln

1 1






n

n
  4.  ......

2

sin

4

2sin

1

sin


n

naaa
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2

11

2

1

2

1

2

1 1

2




n

n

n
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3 1



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nn
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1

2

1


n

n
     8.    ...1...

24

8

2

1
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1




n
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9.  
 




 



1 ln

1

n

n

nn
           10.   
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



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3.  ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

3.1  Функциональные ряды: основные понятия. Нахождение 

области сходимости 

 

Пусть  u1(x), u2(x), …, un(x) …  некоторая последовательность 

функций. 

Определение.  Выражение  вида 

u1(x) + u2(x) +…+  un(x) +… =  


1n
n xu                (3.1) 

называется  функциональным  рядом. 

Если вместо  х  в данный ряд подставить конкретное число  х = х0,  

то получим числовой ряд  

 


1
0

n
n xu ,                                            (3.2) 

который мы можем исследовать на сходимость. 

Определение.  Функциональный  ряд  (3.1)  называется сходя-

щимся  в  точке  х0,  если  в  этой  точке  х0  сходится  соответ-

ствующий  числовой  ряд  (3.2).  Точка  х0  называется  точкой  

сходимости  исходного  функционального  ряда.  

Пример 1. Функциональный ряд ......1 2

0






n

n

n xxxx   

геометрическая прогрессия с  q = x,  если  |x| < 1  ряд сходится,   

|x| > 1  ряд расходится,  х = 1  расходится. 

Ряд сходится при   х  (1; +1). 

Определение.  Множество  всех  точек  сходимости  функцио-

нального  ряда  называется  его  областью  сходимости. 

Пример 2.  Исследовать на сходимость функциональный ряд 



















1 23

121

n

n

x

x

n
 в точках  х = 1  и  х = 2. 

При  х = 1  получим ряд  


1 5

1

n
n

n
  числовой знакоположительный 

ряд.  
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Сравним его с рядом 


1 5

1

n
n

  сходится как сумма членов беско-

нечно убывающей геометрической прогрессии:  
nn

nn

n

n

5

1

5

1
55







. 

По теореме сравнения в неравенствах исходный ряд в точке  х = 1 

сходится. 

В точке  х= 2  
 

 
.

11 4

51

4

51























n

n

n
n

n

nn
 

Применим локальный признак Коши:  

1limlim
4

5

4

51
1




n
n

n
n

n

n

u   расходится. 

Конечная сумма          



n

k
knn xuxuxuxuxS

1
21 ...  называ-

ется  n-ной  частичной суммой функционального ряда. А функция 

S(x) =  xSn
n 
lim   называется суммой ряда. Таким образом,  S(x) = 

=  


1n
n xu   при условии сходимости ряда на некотором множестве {x}. 

Функция        





1nk

knn uxSxSxr  называется остатком функ-

ционального ряда после  n-ного члена. 

Справедлива  теорема:  Если  функциональный  ряд  сходится  

на  некотором  множестве  {x},  то  на  нем  сходится  любой  его  

остаток.  Верно  и  обратное,  т.е.  если  сходится  любой  остаток  

функционального  ряда  на  {x},  то  сходится  и  сам  функцио-

нальный  ряд  и  имеет  место  формула 

S(x) = Sn(x) + rn(x), 

где  S(x)  сумма  ряда;  Sn(x)  сумма  первых  n  членов;  rn(x)  

сумма  остатка. 

Доказательство.  Пусть функциональный ряд (3.1) сходится на 

{x}. Возьмем конкретное фиксированное  х0  {x}, тогда функцио-
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нальный ряд становится числовым сходящимся рядом. А для число-

вых рядов такое свойство имеет место (см. "Остаток ряда и его свой-

ства"), ряд и остаток ведут себя одинаково. Проводя аналогичные 

рассуждения для  х{x}, мы докажем справедливость теоремы на 

всем множестве {x}. 

Аналогично, как и для числового ряда, можно показать, что если 

функциональный ряд сходится, то сумма его остатка стремится к 0 

при n  +. Действительно,  

     


xSxSxr n
nn

n
n

limlimlim  S(x)  S(x) = 0. 

Как исследовать функциональный ряд на сходимость?  Функцио-

нальный ряд можно рассматривать как знакопеременный ряд (под-

ставляя вместо  х  произвольные значения, мы получим числовой ряд 

с произвольными членами), который исследуют на сходимость с по-

мощью следующего достаточного условия: Если ряд из абсолютных 

величин сходится, то и сам знакопеременный ряд сходится и притом 

абсолютно. 

Определение.  Функциональный  ряд  (3.1)  называется  абсо-

лютно  сходящимся  на  множестве  {x},  если  в  каждой  точке  

этого  множества  сходится  ряд   .
1




n
n xu  

Не очень удобно исследовать функциональный ряд в каждой точ-

ке из его области определения и делать вывод о его поведении. 

Как с помощью признака Даламбера найти интервал сходимости 

функционального ряда? 

Функциональному ряду поставим в соответствие ряд, составлен-

ный из абсолютных величин его членов: 

   









11 n

n
n

n xuxu . 

Такой ряд для каждого конкретного  х  является знакоположи-

тельным числовым рядом, к которому применим признак Даламбера: 
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 
 

1lim 1 

 xu

xu

n

n

n
 

При всех значениях  х, когда предел меньше единицы, функцио-

нальный ряд сходится, причем абсолютно, а само множество полу-

ченных значений  х  является его интервалом сходимости. Чтобы 

найти область сходимости, нужно исследовать функциональный ряд 

на концах интервала. 

Получить интервал сходимости функционального ряда можно, 

используя локальный признак Коши     









11 n

n
n

n xuxu : 

  1||lim 


n
n

n
xu . 

Решая полученное неравенство относительно переменной  х  так-

же получим множество тех и только тех значений переменной  х,  при 

которых сходится ряд   ,
1




n
n xu  а значит, исходный функциональный 

ряд будет сходиться абсолютно на полученном множестве. 

Пример 3.  Найти область сходимости функционального ряда  

.,
3

2

23

121

23

121

11


























x

n

n

n

n x

x

nx

x

n
 Применим к полученному 

числовому ряду с положительными членами локальную теорему Коши:  

.1limlim
1

23

12

23

121


 






nn

n

n

n nx

x

x

x

n
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
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











































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
















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1
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    
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




















































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5
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 х  (;3)  







 ;

5

1
  интервал сходимости 

.интервалунайденному
3

2








  

Выясним поведение ряда на концах интервала: 

х = 3  





















11

1

29

161

n

n

n nn
  расходится как гармонический ряд; 

х =  
























































111

1

5

7
5

7

1

5

10

5

3
5

5

5

2

1

5

1
1

n

n

n

n

n

n nnn
  знакочереду-

ющийся ряд сходится по теореме Лейбница. 

Область сходимости:    .;3;
5

1







x  

Пример 4.  Найти область сходимости ряда  .
!! 01











n

n

n

n

n

x

n

x
 

Применим признак Даламбера 

 

   


 








0lim

!

!
limlim

1

1

1

1

1 xx
nx

n

n

x

xu

xu

n
n

n

n
n

n

n
 0 < 1  сходится 

при   х  R. 

Область абсолютной сходимости (;+). 

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд 

 




1
2

2
sin

n n

xn










1

2
1

2

2
1sin

nn nn

xn
  сходится как обобщенный гармони-

ческий ряд. Тогда по теореме сравнения в неравенстве исходный ряд 

сходится абсолютно на множестве  R. 

Пример 6.  


 1
2

n xn

x
 

При  х = 0  ряд сходится по определению, при  x > 0  сравнить 
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


1

1

n n
  расходится, при  x < 0  аналогично, расходится. 

Итак, ряд сходится в единственной точке  х = 0. 

Вывод.  Функциональный ряд либо всюду сходится, либо всюду 

расходится, либо существует множество (интервал), внутри которого 

ряд сходится, а вне его расходится или наоборот. Концы множества 

(интервала) требуют дополнительного исследования. 

 

Задания для самостоятельного решения 

Определить область сходимости функциональных рядов 

1.  1 + x + … + x
n
 + …       2.  ln x + ln

2
 x + … + ln

n
 x + … 

3.  ......
24  nxxx        4.  ......

22

2

2


n

xx
n

x  

5.  ......
2

2


n

xx
n

x  

 

 

3.2 Степенные ряды. Теорема Абеля. Интервал сходимости. 

Операции над степенными рядами  

 

Определение.  Ряд  вида  

a0 +a1(x)+a2(x)
2
+…+an(x)

n
+…  n

n
n xa  



0

,     (3.3) 

где  an,    действительные числа,  членами  которого  являются  

степенные  функции,  называется  степенным  рядом  по  степе-

ням  (х  ),  а  числа  an  коэффициентами  степенного  ряда. 

При   = 0  получаем степенной ряд по степеням  х: 

a0 + a1x + a2x
2 
+ … + anx

n 
+ …

n

n
nхa






0

.                      (3.4) 

Так как заменой  Х = (х  )  ряд (3.3) можно свести к ряду (3.4), 

то ограничимся рассмотрением рядов типа (3.4). 

Можно заметить, что степенной ряд (3.4) всегда сходится в точке 
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х = 0.  При  х  0  он может как сходиться, так и расходиться. 

Для степенных рядов справедлива  теорема  Абеля:  Если  сте-

пенной  ряд  (3.4)  сходится  в  точке  х0  0,  то  он  сходится  абсо-

лютно  в  интервале  |x0| < x < |x0|  и  равномерно  на  отрезке   

[q; q]  (|x0|; |x0|). 

Опустим доказательство приведенной теоремы. Рассмотрим 

следствие из нее.  

Следствие.  Если в точке  х0  0  степенной ряд (3.4) расходится, 

то он расходится во всех точках х: |x| > |x0|, т.е. в интервале   

(; |x0|)  (|x0|; +). 

Действительно, если бы в точке  х  степенной ряд сходился, то он 

бы сходился абсолютно в интервале  (|x0|; |x0|),  вне этого интервала 

степенной ряд расходился. 

Из теоремы Абеля следует, что если степенной ряд сходится хотя 

бы в одной точке  х  0,  то всегда существует число  R > 0,  такое, что 

степенной ряд сходится (абсолютно) для всех  х  (R; R)  и  расхо-

дится для всех  х  (; R)  (R; +). 

При х = R ряд может быть как сходящимся, так и расходящимся. 

Пример 7.  Найти область сходимости степенного ряда  

.
11 22










n

n

n

n
n

n xx
 

По локальной теореме Коши:   .1lim
2

1



xxun

n
n

 |x| < 2   

x  (2; 2).   x = 2 


1

1
n

  расходится;  x = 2   





1

1
n

n
 расходится по 

Лейбницу. 

Область абсолютной сходимости  (2; 2), вне ее ряд расходится. 

Равномерно сходится по любому отрезку, целиком принадлежа-

щему интервалу сходимости. 

Пример 8.  Найти область сходимости степенного ряда  
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.
!! 11











n

n

n

n

n

x

n

x
 

Применим признак Даламбера: 

 


 



 1

1

1
lim

!

!
lim

1

nx

n

n

x

nn

n

n
x 0 < 1  при    х  R. 

Область сходимости  ( ;+). 

Пример 9.  Найти область сходимости степенного ряда  




1n

nn xn  .
1







n

nn xn  

Применим локальную теорему Коши: 

  1limlim 


xnxu
n

n
n

n
 при    х   

 ряд всюду расходится, кроме  х = 0. 

Пример 10.  Найти область сходимости степенного ряда  

 
.

1

25

12

1



 



n

n

n

xn
 

 








n n

n
x

n

n 2
5

12

1
lim

 

 
,1lim 22

1

5

12

1







xх

n

n

n

n

n
  |x| < 1  x  (1; 1). 

х = 1  
   

















12

1

12

1
5

1

5

limlim;
n

n

n

n

n
n

n
n

u ∞  0,    ряд расходится. 

Область сходимости совпадает с интервалом сходимости  x  (1; 1).   

Пример 11.  Найти область сходимости функционального ряда  

  .2cos
1

2
1

n

n

x
n

n




 
 

    120cos22coslimlim
0

1

2
1

















xxxxu

n

n

n
n

n n

n
  

1 < x  2 < 1    1 < x < 3    x  (1; 3). 

 

Исследуем ряд на концах интервала:  

x = 1   




 
 0coslimlimcos1

1
2

1
n

n
n

n

n
u

n

n
 1  0,    ряд расхо-
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дится по теореме Лейбница. 

x = 3 
1

2
1

cos





 n

n

n

  расходится по следствию из необходимого при-

знака сходимости. 

Ответ:  x  (1; 3). 

Примеры показывают, что степенной ряд либо всюду сходится, 

либо всюду расходится, кроме  х = 0,  либо существует интервал ра-

диуса  R,  внутри которого  (R; R)  степенной ряд сходится, а вне его 

расходится. 

Радиусом  сходимости  степенного ряда (3.4) называют неотри-

цательное число  R  такое, что степенной ряд (3.4) сходится в  (R; R),  

а сам интервал (R; R)  интервалом  сходимости  степенного ряда. 

Если степенной ряд (3.4) сходится только в точке  х = 0,  то  R = 0,  

если же он сходится для всех  х  R,  то  R = . 

Для нахождения радиуса сходимости степенного ряда использу-

ют признаки Даламбера и Коши. Предположим, что существует пре-

дел .1limlim 


n
n

n

n n

n
n

axxa  Тогда для всех  х 

n
n

n

n
n

n
aa

Rx




limlim

11
. 

Аналогично по признаку Даламбера .
11











n

n
n

n

n
n xaxa  

,limlim 1
1

1

n

n

nn
n

n
n

n a

a

xa

xa
x 







   если  

n

n

n a

a 1lim 


  существует и конечен, то, 

решая неравенство  1lim 1 


n

n

n a

a
x , 

11

lim

lim

1









n

n

n

n

n

n

a

a

a

a
x  получим 

интервал сходимости  (R; R),  где  
1

lim





n

n

n a

a
R .  
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Пример 12.  Найти радиус сходимости ряда 
 

.
1 5

3







n
n

n

n

x
 

 

 
.5limlim,

5

51

51

1

5

1
1

1
11 











n

n

n
n

n

nnnnn
n

n

a

a

nn
aa  

Тогда  |x  3| < 5,   R = 5,   5 < x 3 < 5.   

2 < x < 8   интервал сходимости.  

Исследуем на концах интервала 

х = 2  
   













11

1

5

5

n

n

n
n

n

nn
   сходится по теореме Лейбница. 

х = 8   


1

1

n n
   расходится как гармонический. 

Область абсолютной сходимости:  [2; 8). 

 

Свойства степенных рядов 

1. Степенной ряд сходится абсолютно во всякой точке внутри ин-

тервала сходимости. 

2. Степенной ряд сходится равномерно на любом отрезке, при-

надлежащем целиком интервалу сходимости (см. теорему Абеля). 

3. Сумма степенного ряда есть непрерывная функция внутри ин-

тервала сходимости. 

4. Операции почленного дифференцирования и интегрирования 

на любом промежутке  [x0; x]  (R; R)  степенного ряда (3.4) не из-

меняют его радиуса сходимости. 

5. Если радиус сходимости степенного ряда (3.4) отличен от нуля, 

то степенной ряд можно почленно дифференцировать на интервале 

сходимости и для его суммы  S(x)  справедливо равенство 

  .
0

1






n

n
n xnaxS  

6. Степенной ряд (3.4) можно почленно интегрировать по любому 

отрезку  [0; x],  принадлежащему интервалу сходимости. 



44 

 

Пример 13.   





0

12 59
n

nxnn  

а) найдем интервал сходимости ряда: 

 

 

  
 

 .1;1,1limlim
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22

1

59

1491





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

 


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n
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n

n xnn
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х = 1  расходится, так как   059lim 2 


nn
n

; 

б) 














 
0

1

0

1

0

12 59
n

n

n

n

n

n xnxxn , 

 1;1......
1

132

0

1 








 xxxxxx

x

xn

n

n ; 

0,.
11 00













xxxxx
x

x

x

x

n

n

n

n ; 

 20

1

0 1

1

1

1

xx n

n

n

n nxx


 









. 

x

x

n

nx









1

5

0

15 . 

Умножим обе части равенства  
2

0

1

)1(

1

xn

nnx







   на  9х
2
,  полу-

чим  
2

2

0

1

)1(

9
9

x

x

n

nnx







  

Умножим обе части равенства 
2

0

1

)1(

1

xn

nnx







   на  х,  получим  

2
0 )1( x

x

n

nnx







. 

Продифференцируем полученный ряд: 

   

     334

2

0

12

1

1

1

21

1

121

x

x

x
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x

xxx

n

nxn

















 . 

Умножим обе части на  х
2
:  

 3
23

0

12

1 x

xx

n

nxn









 .  
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Складывая полученные равенства, будем иметь 

 
   

,59
1

5

1

9

1
2

2

3

23

0

12

x

x

x

x

x

xx

n

nxnn










  для    х  (1; 1). 

 

Задания для самостоятельного решения 

Найти интервалы сходимости степенных рядов 

1.  10х + 100х
2 
+ … + 10

n
x

n 
+ … 

2.    ...1...
1

2

2




n

xx
n

n
x  

3.  ......
1

2

1020





n

n

n

xx
x  

4.  1 + x + … + n! x
n 
+ … 

5.  1 + 2x
2 
+ … + 2

n1 
x

2(n1) 
+ … 

6.   
  

...
!

1...
! 121233

12
1

3







nn

xx
n

n
x  

7.  1 + 3x + … + (n1)3
n1

x
n1 

+ … 

8.  
 

......
13221

2


 nn

xxx
n

 

9.  
   
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!
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!2

2
2


n

nxx
n

x   При исследовании сходимости на пра-

вом конце интервала учесть, что факториалы больших чисел могут 

быть выражены приближенно формулой Стирлинга: .2! nn

n

e

n







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4.  РАЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 

В СТЕПЕННОЙ РЯД 

 

4.1  Ряды Тейлора и Маклорена 

Определение.  Говорят, что функция  y = f(x)  разлагается  в  

степенной  ряд  в  окрестности  точки  а,  если  существует  сте-

пенной  ряд  вида:   

a0 + a1(x  a) + a2(x  a)
2 
+ … + an(xa)

n 
+ … =   ,

0







n

n

n axa  

сумма  которого  в  окрестности  точки  а  совпадает  с  функцией  

f(x),  т.е. выполняется равенство   

f(x) = = a0 + a1(x  a) + a2(x  a)
2 
+ … 

Теорема.  Если  функция  f(x)  разлагается  в  степенной  ряд  в  

окрестности  точки  а,  то  такой  степенной  ряд  единственный  и  

коэффициенты  ряда  находятся  по  следующим  формулам:   

a0= f(а),  a1=
 

,
!1

af
I

  a2=
 

,
!2

af
II

  …,  an=
 

...
!


n

af
п

 

Доказательство.  Пусть функция  f(x)  разлагается в степенной 

ряд:  f(x) = a0 + a1(x  a) + a2(x  a)
2 

+ … + an(x  a)
n 

+ …  в окрестно-

сти точки  а.  Так как степенной ряд можно почленно дифференциро-

вать внутри интервала сходимости, то: 

 

f 
I
(x) = a1 + 2a2(xa) + … + ann(xa)

n1 
+ … 

f 
II
(x) = 2a2 + 32a3(xa) + … + ann(n1)(xa)

n2 
+ … 

f 
III

(x) = 32a3 + 432a4(xa) + … + ann(n1)(n2)(xa)
n3 

+ …  и т.д. 

f 
n
(x) = an n (n1)(n2)(n3)…21 + (n+1)n(n1)…2an+1(xa). 

 

Найдем  f(a)  и всех ее производных: 
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n
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III

II

I

a

a
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annaf

aaf
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aaf

aaf



































 

Таким образом, мы доказали, что если функция  y = f(x)  разлага-

ется в степенной ряд в окрестности точки  а,  то коэффициенты раз-

ложения однозначно определяются через значения функции и ее про-

изводных в данной точке, следовательно, данное разложение един-

ственно и имеет место равенство: 

   
 

 
 

 
 

  ...
!

...
!!

2

21


n
nIII

axaxaxafxf
n

afafaf
 (4.1) 

Полученный ряд называется рядом Тейлора для функции y = f(x). 

Полагая  а = 0,  получим разложение функции в ряд Маклорена: 

   
     

...
!

...
!!

0
0

2

0

1

0 2  n
nIII

xxxfxf
n

fff
            (4.2) 

Функция  y = f(x)  называется порождающей для соответствующе-

го ряда. 

Пример 1.  Составить ряд Маклорена для функции  y = x sin x.  

Воспользуемся формулой (4.2), найдем значения функции и всех ее 

производных в точке  х = 0. 

 у(0) = 0 

y
I
(x) = sin x + x cos x у

I
(0) = 0 

y
II
(x) = 2cos xx sin x у

II
(0) = 2 

y
III

(x) = 3sin  x x cos x у
III

(0) = 0 

y
IV

(x) = 4cos x + x sin x у
IV

(0) = 4 

y
V
(x) = 5sin x + x cos x у

V
(0) = 0 

y
VI

(x) = 6cos x  x sin x у
VI

(0) = 6 

y
VII

(x) = 7sin x  x cos x у
VII

(0) = 0 

y
VIII

(x) = 8cos x + x sin x у
VIII

(0) = 8  и т.д. 
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Из приведенных вычислений усматривается следующая законо-

мерность:  при  х = 0  значения производных нечетного порядка рав-

ны 0, значения производных четного порядка численно совпадают с 

порядком производной, только чередуются по знаку. Таким образом, 

функция  y = x sin x  порождает ряд Маклорена вида: 

 ...
!!!!!

...sin
1197531

1

!6

6

!4

4

!2

2
1210864

2642 xxxxx
xxxxxx  

 
 !

1
12

2

1

1










n

x
n

n

n
 

Область сходимости полученного ряда к порождающей функции 

найти самостоятельно.  

 

Многочлены Тейлора. Формула Тейлора 

Если функция  f(x)  разлагается в ряд Тейлора, то имеет место ра-

венство 

   
 

 
 

     xRxTaxaxafxf nn

n
nI

n

afaf
 ...

!
...

!1
,  (4.3) 

где  Tn(x)  n-ная частичная сумма ряда Тейлора, которая называется  

многочленом  Тейлора  n-ной  степени,  а  Rn(x)  остаток ряда. 

Многочлены Тейлора степени  n  могут быть составлены для лю-

бой функции  f(x),  которая имеет в точке  х = а  производные до  n-

ного порядка включительно. Для таких функций можно записать сле-

дующее равенство: 

   
 

 
 

   xRaxaxafxf n

n
nI

n

afaf


!
...

!1
,         (4.4) 

где  Rn(x) = f(x)  Tn(x). 

Определение.  Формула  (4.4)  называется  формулой  Тейлора,  

а  Rn(x)   остаточным  членом  формулы  Тейлора. 

Известны различные выражения для оценки остаточного члена  

Rn(x)  формулы Тейлора. Чаще всего для приближенных вычислений 

применяется оценка остаточного члена в форме Лагранжа: Если 
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функция  y = f(x)  имеет в некоторой окрестности точки  а  производ-

ные до  (n + 1)-ного  порядка включительно, то для любого  х  из этой 

окрестности имеет место равенство  

 
    

 
  ,

!

1
1

1







 n
n

n axxR
n

axaf
  где  0 <  < 1. 

В окрестности точки  а = 0  эта формула будет иметь вид 

 
  
 

,
!

1
1

1







 n

n

n хxR
n

хf
  0 <  < 1. 

 

Сходимость ряда Тейлора к порождающей функции 

Пусть дана функция  y = f(x),  которая имеет в точке  х = а  произ-

водные любого порядка. Тогда для нее можно составить ряд Тейлора 

или ряд Маклорена. Возникает вопрос, всегда ли составленный ряд 

Тейлора сходится к порождающей функции? Ответ на него дает сле-

дующая  теорема:  Для  того чтобы  функция  y = f(x)  разлагалась  

в  степенной ряд  в  окрестности  точки  а,  необходимо  и  доста-

точно: 

1)  чтобы  она   имела  в  этой  окрестности  производные  лю-

бого  порядка; 

2)  чтобы остаточный  член  Rn(x)  формулы  Тейлора  стре-

мился  к  нулю  при  n  +,  при  любых  х  из  этой  окрестности  

(без доказательства).  

Учитывая сформулированную теорему, мы можем записать  пра-

вило  разложения  f(x)  в  степенной  ряд  в  окрестности  точки  а 

1. Найти производные всех порядков и их значения в точке  а. 

2. Формально записать ряд Тейлора для функции  y = f(x)     

f(x)  … 

3. Найти область сходимости полученного ряда. 

4. Доказать, что   0lim 


xRn
n

  при    х  из области сходимости, 

тогда можно приближенное равенство заменить на точное: 

f(x) = … 
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Разложения в ряд Маклорена некоторых элементарных функций 

1. Рассмотрим разложение функции  у = е
х
  в степенной ряд в 

окрестности нуля: 

а) найдем производные до  n-ного порядка включительно: 

   y
I
(x) = e

x
 ,        y(0) = 1,  

   y
II
(x) = e

x
 ,        y

I
(0) = y

II
(0) = … = y

n
(0) = 1, 

   …, 

   y
n
(x) = e

x
; 

б) формально запишем ряд Тейлора: 

e
x
   ,

!
...

!
1

!
...

!
...

!
1

2!12!1

2

0

2

xRn

n

n

nn

n

xxx

n

x

n

xxx
 





  n:  ;0 ; 

в) найдем интервал сходимости по признаку Даламбера: 

 
10lim

!

!
lim

1

1

1

1


 



 nx

n

n

x

n
n

n

n
x   при    х    

 ряд сходится на  (; +); 

г) докажем, что  Rn(x)  0  при  n  +: 

 
  
   

11
1

!! 11










 n
x

n
n

n xхxR
n

e

n

хf
. 

Так как  0 <  < 1, то при каждом фиксированном  х, например 

при  х > 0,    0 < x < x    функция  е
х

  ограниченная функция. 

 !1

1





n

x
n

  является  (n + 1)-ным членом рассматриваемого ряда. А так 

как мы доказали его сходимость, то с ростом номера  n  его  n-ный 

член, а значит, и  (n + 1)-ный член, будет   0  при  n  +. 

Следовательно, 
 !1

1





n

x
n

  бесконечно малая величина при  n  

+.  Тогда  Rn(x)  0  при  n  +  как произведение функции, огра-

ниченной на бесконечно малую при  n  +.  Значит, разложение 

функции  у = е
х
  в степенной ряд в окрестности нуля имеет вид 
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...
!

...
!

1
2!1

2


n

xx
n

х x
е      х  (; +)                 (4.5) 

и сумма данного ряда совпадает с функцией  у = е
х
. 

2. Разложим функцию  y = sin x  в степенной ряд в окрестности 

нуля: 

а) найдем производные всех порядков: 

           у(0) = 0, 

   y
I
(x) = cos x,    у

I
(0) = 1, 

   y
II
(x) =  sin x,   у

II
(0) = 0, 

   y
III

(x) = cos x,   у
III

(0) = 1, 

   y
IV

(x) = sin x,   у
IV

(0) = 0, 

   y
V
(x) = cos x,    у

V
(0) = 1  и т.д. 

б) формально запишем ряд Тейлора: 

sin x  х   
 







;1:...,
!

1...
!!! 12753

12
1

753

n
n

xxxx
n

n
; 

в) найдем интервал сходимости полученного ряда по признаку 

Даламбера: 

 
 !

1
12

12
1







n

x
n

n

nu ,      
 !

1
12

12
2

1





 
n

x
n

n

nu , 

 
 

 

   
10lim

!

!
lim

2121

12

12

1
2

121

122















 nn

x

x

n

n

x

n
nn

nn

n
   

при    х  (; +)    ряд сходится; 

г) покажем, что   .0lim 


xRn
n

  

Рассмотрим ряд  
 

,
!1

12

12







n

n

n

x
  исследуем его на сходимость по при-

знаку Даламбера  
 

.
!1

12

12







n

n

n

x

 

 
 

  
100lim

!

!
lim 22

12

32

3222

112

32






 





xx

nnx

n

n

x

n
n

n

n
,  

  ряд сходится при    х  (; +). 
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Тогда по необходимому признаку сходимости числовых рядов  n-

ный член ряда   0  при  n  +,  т.е. 
 

0
!

lim
12

12






 n

x
n

n
  при    фик-

сированном  х  (; +). 

Найдем     
 

0
!

12sinlimlim
122

12

12 

























 n

x
n

n
n

n
nxxR  как 

произведение функции, ограниченной на функцию бесконечно малую 

при  n  +. 

Поэтому разложение функции y = sin x в степенной ряд имеет вид 

 
 

...
!

1...
!!!

sin
12753

12
1

753







n

xxxx
n

n
xx    х  (; +)    (4.6) 

3. Разложение функции  y = cos x  в ряд Маклорена получим, ис-

пользуя свойства степенных рядов, а именно: "Если радиус сходимо-

сти степенного ряда отличен от нуля, то степенной ряд можно 

почленно дифференцировать, что не изменяет его радиус сходимо-

сти".  

Продифференцируем обе части равенства (4.6) 

соs x = 1   
 

...
!

1...
!!! 22642

22642






n

xxxx
n

n
    х  (; +)   (4.7) 

4. Разложим в ряд Маклорена функцию  y = (1 + x)
m
,  где  m  

произвольное постоянное число: 

y(0) = 1
m 

=1, 

y
I 
= m(1 + x)

m1
, 

y
II 

= m(m  1)(1 + x)
m2

, 

y
III 

= m(m  1)(m  2)(1 + x)
m3

   и т.д., 

y
n 

= m(m  1)(m  2) … (m  (n  1))(1 + x)
mn 

= m(m  1)(m  2) 

… (m  n + 1)(1 + x)
mn

   и т.д., 

y
I
(0) = m, 

y
II
(0) = m(m  1), 

y
III

(0) = m(m  1)(m  2), 

y
n 
= m(m  1)(m  2) … (m  n + 1), 
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 mx1   1 +
    




...32

!3

21

!2

1

!1
xx

mmmmmmx
 

    
...

!

1...21


 nx
n

nmmmm
                         (4.8) 

По признаку Даламбера найдем область сходимости полученного 

ряда: 

 
 

     
 











 !
limlim

1

1...21
1

1

n

xnmnmmmm

xu

xu
n

n
n

n

n
 

    

 
 






 
11lim

!

11...21
xx

n

xnm

xnmmmm

n

nn
 

 
















.11,0

;11,01

;11,1

если,1;1

xm

xm

xm

x  

Примем без доказательства, что    ,0
n

n xR   а значит, ряд (4.8) 

сходится к порождающей функции. Полученный ряд называется би-

номинальным. 

5. Указанный способ разложения функций  y = sin x,  y = cos x,   

у = е
х
,  y = (1 + x)

m
  в степенной ряд может быть применен к произ-

вольной функции. Однако в отдельных случаях обоснования сходи-

мости полученного степенного ряда к порождающей функции могут 

оказаться очень громоздкими. Поэтому разложение других функций в 

ряд Маклорена можно получить, выполняя те или иные преобразова-

ния над уже имеющимися разложениями. 

Так, например, разложение  ln(1 + x),  arctg x  находят путем опе-

раций интегрирования степенных рядов, а  ch x  и  sh x  используя 

разложение  у = е
х
  в ряд Маклорена.  

Найдем разложение в степенной ряд функций  y = sh x  и  y = ch x: 

 ;0:,...
!

...
!

1
2!1

2

nRxe
n

xxx
n

x ; 

  ...
!

1...
!

1
2!1

2



n

xxx
n

nxe  
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Так как 

   










0

2242

!
...

!
...

!!
1ch

22422 n

nnxx

n

x

n

xxxee
xy ,     (4.9) 

  х  (; +); 

   













0

121253

!
...

!
...

!!
sh

121253!12 n

nnxx

n

x

n

xxxxee
xy .  (4.10) 

6. Разложим функцию  y = arctg x  в ряд Маклорена, используя 

свойства степенных рядов. 

Рассмотрим ряд 

    




...1...11 26422

0

nnn

n

n
xxxxx  

 

 

 
2

2

2

1

1

1

1;11если

1:

x
xS

xxq

xq

bbn


























   ряд сходится. 

Проинтегрируем его по  [0; x]  (1; 1). 

   






x
xn

n

n
x

x

dx

n

x

0
0

2

12

0

arctg1
112

arctg x – arctg 0 = arctg x; 

 
 

 1;1...,1...arctg
127531

12753






xx
n

xxxxx
n

n
.     (4.11) 

Непосредственно подстановкой можно убедиться, что в точках  

х = 1  полученный знакочередующийся ряд сходится по теореме 

Лейбница. Поэтому равенство (4.11) справедливо при   х  [1; 1]. 

7. Получим разложение в ряд Маклорена функции  y = ln(1 + x). 

Рассмотрим ряд 

   

 

xxq

xq

bb

xxxxx

n

nnn

n

n













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








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1
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1
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 
x

n

n

n
x






 1

1

0

1     х(1;1). 
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Проинтегрируем его почленно по [0;x](1;1): 

  1ln1ln1
0

1

0 11
 







x
xn

n

n

x

dx

n

x
; 

   
1

1

0

11ln






 
n

x
n

n

n
x ,                               (4.12) 

или      ...1...1ln
14321

1432






n

xxxxx
n

n
x     х  (1; 1). 

Можно показать, что при  х = 1  соответствующий знакочереду-

ющийся ряд сходится, следовательно, разложение (4.12) справедливо 

при  х  (1; 1]. 

Если в полученном равенстве переменную  х  заменить на (х),  

то получим ряд  
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,                             (4.13) 

который сходится    х  [1; 1). 

Пример 2.  Разложить функцию  (2е
х
)
2
  по степеням  х  в ряд 

Маклорена. 

(2  е
х
)
2
 = 4  4е

х 
+ е

2х
 

Воспользуемся разложением в ряд Маклорена функции  е
х
:  
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Положим  х = 2х  в обе части равенства: 
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Пример 3.  Разложить функцию  (x  1)ch x  по степеням  х  в ряд 

Маклорена. 

у = (x  1)ch x = x ch x  ch x 

Используем разложение  у = ch x: 



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Пример 4.  Разложить функцию 
2

2

3

xx 
 по степеням  х  в ряд 

Маклорена. 

Разложим знаменатель дроби на множители: 

  
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
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1
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2
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x


  рассмотрим как сумму членов геометрической прогрессии с 

b1=1,   2,1,
22

 xqq
xx

  интервал сходимости. 
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2222
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32

1...1   х(2;2). 

x1

1
 рассмотрим как сумму членов геометрической прогрессии с  

b1=1,   ,1,  xqxq    х  (1; 1). 
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Тогда     ,111
0

1
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2
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3 n

n
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n
xx

x
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









   

  х  (1; 1). 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Разложить функцию  у = ln x  в ряд Тейлора в окрестности точ-

ки  х = 1 (при  х0 = 1). 

2. Разложить данные функции в ряд Тейлора в окрестности точки  

х = 0  (ряд Маклорена):   

а)  y = cos(x  );   

б)  y = e
x
 sin x. 

3. Найти первые пять членов ряда Тейлора для функции   

у = ln(1 + е
x
)  в окрестности точки  х = 0. 

4. Разложить функцию  y = cos
2 

x  в окрестности точки  х = 0  в 

ряд Маклорена. 

5. Пользуясь формулой разложения в ряд Маклорена функции   

(1 + x)
m
,  разложить в окрестности  х = 0 функции: 

а) ;1 2xy    

б) .83 3xy   

 

4.2  Применение степенных рядов к приближенным вычисле-

ниям 

Рассмотрим основные применения степенных рядов к прибли-

женным вычислениям.  

Вычисление приближенных значений функций 

Пример 5.  Вычислить приближенное значение  sin10 с точно-

стью   = 10
5

. 

Воспользуемся формулой разложения в степенной ряд функции  
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y = sin x:   
 

....
!

1...
!!

sin
1253

1253

Rxxx
n

xxx
n

n






 

Полагая  ,
18


x  получим  sin10 = ...sin

53

18!5

1

18!3

1

1818




















 

Так как ряд знакочередующийся, то используем известное прави-

ло: "Чтобы получить сумму знакочередующегося ряда с заданной 

степенью точности, необходимо потребовать выполнимость нера-

венств    ,xrn   но          xuxuxr nnn 11 ". 

Итак, абсолютная величина первого отброшенного члена не 

должна превосходить заданную степень точности, т.е.  10
5

. 

Оценим члены ряда, при этом значение числа    будем брать с 

шестью знаками после запятой, т.е. с одной запасной цифрой:   

 = 3,141593. 





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120

1
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6

1

18

141593,3

18
 

= 0,174533  0,000886 + 0,0000013  0,17365 

Пример 6.  Вычислить значение числа  е  с точностью 0,001, если 

известно, что  е < 3. 

Воспользуемся разложением функции  y = e
x
  в ряд Маклорена: 
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1
2!1
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n

xe  где остаток ряда может быть оценен по 

формуле Лагранжа:   
 

.
!

1

1


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
 n
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n xxR
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Полагая  х = 1,  получим: ...1
!3

1

!2

1

!1

1
e   В полученной сум-

ме необходимо взять столько слагаемых, чтобы  Rn(x) = Rn(1) < 10
3

. 
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 
1000

3

!1


n
, 

(n + 1)! > 3000. 

Оценим, начиная с какого  n,  будет выполняться полученное не-

равенство: 

при  n = 5   6! = 720 < 3000,  

при  n = 6   7! = 5040 > 3000  истина. 

Значит, в записанной сумме нужно посчитать 7 первых слагае-

мых, включая свободный член:   
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5,021е  2,718. 

Приближенное вычисление пределов с помощью степенных рядов 

Пример 7.  Вычислить 
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Пример 8.  Вычислить  
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 
 
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Приближенное вычисление определенных интегралов 

Пример 9.  Вычислить  
1

0

sin
dx

x

x
  с точностью   = 10

4
. 

Данный интеграл относится к разряду неберущихся, т.е. не может 

быть выражен в конечном виде через элементарные функции: 
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 0,94612  0,9461 

Пример 10.  Вычислить 


2
1

0
4

1 x

dx
 с точностью   = 10

4
. 

Воспользуемся биноминальным рядом:   
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Полагая:  х = х
4
,  m =

2

1
 ,    х  (1; 1], 

  ...
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844 2
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xxx  

Подставим под знак определенного интеграла и проинтегрируем 

почленно: 
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5
 +…  0,49688  0,4969 

 

Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью рядов 

Предположим, что нужно найти частное решение дифференци-

ального уравнения второго порядка  y
II 

= F(x, y, y
I
),  удовлетворяющее 

начальным условиям  y(x0) = y0,  y
I
(x0) = y

I
0. 

Искомое решение  y = f(x)  будем искать в виде ряда Тейлора: 

   
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00
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n

n
xxx

n
fxxxf

I

xfxf  

Найдем его коэффициенты: 

f(x0) = y(x0) = y0,   f 
I
(x0) = y

I
(x0) = y

I
0,   f 

II
(x0) = F(x0, y0, y

I
0). 

Для нахождения всех оставшихся коэффициентов дифференци-

руют обе части исходного уравнения, используя основные теоремы 

дифференциального исчисления. 

Пример 11.  Найти первые пять членов решения дифференци-

ального уравнения  у
II 

= yy
I 
 x

2
,  где  у(0) = 1,  у

I
(0) = 1. 

Воспользуемся рядом Маклорена: 

 
       

...
!

...
!!!

)0(
0

3

0

2

0

1

0 32 


n

xyyyxy
nnIIIIII

xxyxy  

у
II
(0) = 1  0 = 1 

у
III

(x) = yy
II 

+ (y
I
)
2 
 2x,     у

III
(0) = 1 + 1  0 = 2 

у
IV

(x) = y
I
y

II 
+ yy

III 
+ 2(y

I
)y

II 
 2,  у

IV
(0) = 1 + 2 + 2  2 = 3 
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y(x) ...
!!!

1
4

3

3

2

2!1

432


xxxx

 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Вычислить с точностью до 0,0001: 

а)  ;174        б)  arctg 0,2;  

в)  sin 0,4;       г)  ln 1,1; 

д)  е. 

2. Пользуясь разложением функций в ряд Тейлора, вычислить 

пределы: 

а)  
 

;lim
3

2

0

1ln

x

xxx

x




      б)  

 
;lim

5

3

0

sintg2

x

xxx

x




 

в)  
   

 
;lim

1

1ln1ln
22

0 

 


x

x ex

xxxx
  г)  ;1lnlim

12



















 x
xx

x
 

д)  ;ctglim 2

2

1











x

xx
       е)  ;lim

ctg1
2 










 x

x

xx
 

ж)  .lim
43

3

sin

cos2












 xxx

x

x
 

3. С помощью разложения подынтегральной функции в степен-

ной ряд вычислите с точностью 0,001 значения следующих интегра-

лов: 

а)  ;cos
1

0

 dxx        б)    
5,2

0

;1ln dxx  

в)   
2,0

0

3 2 ;1 dxx        г)  


x
t dte

0

.
2

 

4. Почему функцию xy   нельзя разложить в ряд Маклорена?  

Можно ли разложить в этот ряд функцию 3 1000xy  ? 

5. Найти первые три члена разложения в степенной ряд решений 

дифференциальных уравнений, удовлетворяющих заданным началь-

ным условиям: 
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а)  у  y
2
 = x(x + 1),   y(0) = 1; 

б)  у + y
2
 = e

x
,   y(0) = 0; 

в)  у + y  cos x = x,   y(0) = 1,   у(0)= 0; 

г)  у + y  sin x = 1  y,   y(0) = у(0)= 1. 

 

4.3  Индивидуальное задание по разделу "Ряды" 

Курс математики занимает ведущее место среди фундаменталь-

ных наук в техническом вузе. От качества усвоения этого курса зави-

сит качество дальнейшей учебной и профессиональной деятельности 

студентов, так как данный предмет является основой как для смеж-

ных общетеоретических дисциплин, так и для общепрофессиональ-

ных и специальных дисциплин. 

Важным фактором усвоения математики и овладения ее метода-

ми является самостоятельная работа студентов. Система типовых 

расчетов (ТР), как показывает опыт целого ряда вузов нашей страны, 

активизирует самостоятельную работу студентов и способствует бо-

лее глубокому изучению курса высшей математики.  

Цель ТР по теме ''Ряды'' состоит в том, чтобы познакомить сту-

дентов с рядами числовыми  знакоположительными и знакочереду-

ющими, функциональными и степенными; показать приемы исследо-

вания их на сходимость, а также применения их к приближенным вы-

числениям. Приступая к выполнению задания, необходимо повторить 

теоретические вопросы: 

1) Числовые ряды: сходимость и сумма ряда; 

2) Теоремы сравнения знакоположительных рядов; 

3) Признаки Д’Аламбера и Коши; 

4) Интегральный признак Коши; 

5) Теорема Лейбница. Оценка остатка знакочередующегося ряда; 

6) Функциональные ряды: основные определения. Область схо-

димости функционального ряда; 

7) Степенные ряды. Теорема Абеля. Интервал и радиус сходимо-
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сти степенного ряда; 

8) Свойства степенных рядов. 

9) Разложение функции в степенной ряд. Ряды Тейлора и Макло-

рена. Условия разложения функции в ряд Тейлора; 

10) Разложение в ряд Маклорена некоторых основных элемен-

тарных функций; 

11) Применение степенных рядов к приближенным вычислениям: 

значений функций, определенных интегралов, пределов, частных ре-

шений дифференциальных уравнений. 

Задачи индивидуального домашнего задания, предложенные ни-

же, соответствуют учебному пособию Л.А. Кузнецова "Сборник за-

даний по высшей математике. Типовые расчеты" издательства 

"Лань", 2005 г. Номер варианта студента соответствует порядковому 

номеру его фамилии в журнале успеваемости преподавателя.  

Приведем примеры решения типовых задач. 

Задача 1.  Найти сумму ряда 




 1
2

45

72

n nn
.                                           (4.14) 

Решение.  Имеем числовой знакоположительный ряд. Исследуем 

его на сходимость, применив признак сравнения в предельной форме. 

Рассмотрим ряды (4.14) и  




1
2

1

п п
.                                                 (4.15) 

Ряд (4.15) сходится как обобщенный гармонический ряд:  = 2>1.  

Найдем  
n

n

V

U

n 
lim ,  где  Un  и  Vn – соответственно  n-ые члены ря-

дов (4.14) и (4.15). 

2

2

2

45
1

72

45

72
limlim

nn

nn

n

nn


 












 = 72  0 и конечен, следовательно, 

ряды ведут себя одинаково. Итак, ряд (4.14) сходится. Найдем его 

сумму по определению:  S = nS
n 
lim ,  где  Sn = U1 + U2 +...+ Un – n-ая 
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частичная сумма ряда.  

Для вычисления  Sn  разложим  
45

72
2




nn
nU   на простейшие 

дроби.  

Un =
  

,24
4

1

1

1

4

1

1

1

3

72

41

72





















 nnппnn
  

тогда                              Sn = U1 + U2 +...+ Un =  

= 24 







5

1

2

1
 + 24 







6

1

3

1
+ 24 







7

1

4

1
 + 24 







8

1

5

1
+24 







9

1

6

1
+...+ 

+ 24 







 2

1

1

1

пп
 + 24 







 3

11

пп
 + 24 







 4

1

1

1

пп
=  

= 24



 ...

9

1

6

1

8

1

5

1

7

1

4

1

6

1

3

1

5

1

2

1
 




















4

1

1

1

3

11

2

1

1

1

пппппп
 =  

=24 















4

1

3

1

2

1

4

1

3

1

2

1

ппп
=12 + 8 + 6 – 24 















 4

1

3

1

2

1

ппп
= 

 = 26 – 24 














 4

1

3

1

2

1

ппп
.  

26lim 


n
n

S  – конечен, а сумма ряда (4.14)  S = 26.  

Задача 2.  Исследовать ряд на сходимость
 




 



1 sin2

2
2

3

n nn

n
. 

Решение.  Имеем числовой знакоположительный ряд  

 



 



1 sin2

2
2

3

n nn

n
=

 
...

2sin22

10

1sin2

3
2




 

Оценим  n-ый член ряда:  –1 ≤ sin n ≤ 1,  то  1 ≤ 2 + sin n ≤ 3. 

       




























nn

n

nn

n
nn

nn

n
n

nn

n
nU

sin2

2
1

sin2

2
1

sin2

2
1

sin2

2 3

2

3

2

3

3

2

3
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  nnn 3

1

sin2

1



.  

Применим признак сравнения рядов в неравенствах. Рассмотрим 

два числовых ряда:  
 




 



1 s i n2

2
2

3

n nn

n
  и  



1 3

1

n n
 – расходится как 

обобщенно-гармонический ряд  





1

1

n n

,  где   = 2
1  < 1, умноженный 

на 3
1 . Тогда по признаку сравнения числовых рядов с положитель-

ными членами из расходимости ряда с меньшими членами следует 

расходимость ряда с большими членами.  

Итак, исходный ряд есть ряд расходящийся.  

Задача 3.  Исследовать ряд на сходимость: 

  2
5

2 3
1

arcsin







п

n

n

.  

Решение.  Преобразуем  n-ый член ряда:  

  2
5

2

4
2

5

2

5
2

5
2

3
1

1

3
1

3 111

arcsinarcsinarcsin







































n

n
n

n

n

n

n

nnn

. 

Сравним данный ряд с рядом  


1
4

1

n n
  в предельной форме.  



1
4

1

n n
 

– сходится как обобщенно-гармонический ряд  





1

1

n n
, где  α = 4 > 1.  

























0

0

4

2
5

2

4

1

3
1

1
arcsin

limlim

n

n
n

V

U

nn
n

n   






















1limlim
arcsin

1

1
arcsin

0 z

z

n

n

zn
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






































 2
5

22
5

2

4

2
5

2

4

3
1

1

3
1

1

3
1

1
arcsin

lim

n

n
n

n
n

n
1lim

5

2

3
1

1














n

n
 > 0   

и конечен, следовательно, ряды ведут себя одинаково. Исходный ряд 

есть ряд сходящийся.  

Задача 4.  Исследовать ряд: 


 




1 !2

)23(...41

1
n n

n

n
. 

Решение.  Имеем числовой ряд с положительными членами, вы-

пишем его несколько первых членов: 

...
!32

741

!22

41

!12

1

!2

2)(3...41
4321

1



















n n

n
n

 

Для исследования применим признак Д’Аламбера: 

   
 















 23...741

!2

)!1(2

1323...741
1

2

1 limlim
n

n

n

nn

U

U
n

n

n

n

nn
  

 
  2

3

1

13

2

1

1!

!

2

1
lim13lim 





  n

n

nn

n

nn
n  > 1,  

следовательно, ряд расходится. 

Задача 5.  Исследовать ряд на сходимость:







1

24

4
arctg

n

n

n
n . 

Решение.  Применим локальную теорему Коши. Для этого вы-

числим:  






n

n

n
n

n
nU

n

42

4
arctglimlim  
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010

1,0ln

0limlim

lnln

0

4

4ln4

4











































eyy

ny

ny

nn

n

n

nn

n

<1, 

по указанному признаку исходный ряд сходится.  

Задача 6.  Исследовать на сходимость ряд: 
   




 2 2ln2

3
2

n nn

n
. 

Решение.  Оценим  n-ый член ряда   

 22 n  · ln(2n) < n
2
 · ln 2n  

   nn 2ln2

1
2


 > 
 nn 2ln

1

2
  

  nn

n

2ln2

3

2


 > 
nnnn

n

2ln

3

2ln

3

2



                           (4.16) 

Исследуем числовой ряд на сходимость,  n-ый член которого ра-

вен  
nn

nU
2ln

3
 .   




2 2ln

3

n nn
. 

Применим интегральную теорему Коши, где  
xx

xf
2ln

3
)(    на  

[2; +∞), непрерывна, положительна, монотонно убывающая функция.  

Значит, исходный ряд сходится или расходится вместе с несоб-

ственным интегралом: 

 





2

22

2lnln3
2ln

)2(ln3

2ln

3
xdx

x

xd

xx
 

=  4lnln3)ln(ln3 .  

Следовательно, ряд  


2 2ln

3

n nn
  расходится, а значит, исходный 

ряд расходится по теореме сравнения в неравенствах, см. (4.16).  
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Задача 7.  Исследовать на сходимость ряд  
 




 


2 !1

3

)1(
n

n

п

n
. 

Решение.  Данный ряд знакочередующийся. Для исследования на 

сходимость применим теорему Лейбница. Проверим выполнимость 

условий указанной теоремы: 

1. Сравним члены ряда по абсолютной величине. 

33,1
3

4

6

8

!3

2
3

2 U ;  

125,1
8

9

24

27

!4

3
3

3 U ;  

53,0
30

16

!5

4
3

4 U   и т.д. 

Члены ряда убывают по абсолютной величине. 

2. Вычислим 
 !1

3

limlim



n

n

n
n

n
U . Покажем, что дробь стре-

мится к нулю. Для этого исследуем ряд  
 



 2 !1

3

n n

n
  на сходимость по 

признаку Д’Аламбера.  

 
 

 












 3

3
!1

!2

1
limlim 1

n

n

n

n

n
n

n

n U

U
 0lim

2

1


 nn
 < 1, 

следовательно, числовой ряд  
 



 2 !1

3

n n

n
  сходится. Тогда по необхо-

димому признаку сходимости числовых рядов с положительными 

членами следует, что  
 

0lim
!1

3


 n

n

n
. 

Таким образом, оба условия признака Лейбница выполняются, а, 

значит, исходный знакочередующийся ряд сходится.  

Задача 8.  Вычислить сумму ряда  
 

 



 



1
23

1

1

n n

n
n

  с точностью  

α = 0,001. 
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Решение.  Сначала убедимся в сходимости исходного ряда. Ряд 

знакочередующийся, поэтому исследуем его на сходимость по теоре-

ме Лейбница аналогично примеру 7.  

1.  
2

2

1
 > 

2
9

2
 > 

2
28

3
 > … > 

 23
1 n

n



 > …, члены ряда убывают по аб-

солютной величине.  

2. 
 

0lim
23

1





n

n

n
. Значит, ряд сходится. Для нахождения суммы 

ряда с заданной степенью точности все вычисления производим с од-

ной запасной цифрой, то есть с четырьмя знаками после запятой, а 

результат округлим до тысячных. 

...
222

126

5

65

4

28

3

81

2

4

1
S  ≈ 

≈ –0,25 + 0,0247 – 0,0038 + 0,0009 – … ≈ – 0,25 + 0,0247 – 0,0038 ≈ 

≈ –0,2291 ≈ –0,229.  

В записанной сумме берем столько слагаемых, чтобы абсолютная 

величина первого отброшенного члена не превосходила заданной 

степени точности.  

а4 = 0,0009 = 9 ·10
-4

 < α = 0,001. 

Задача 9.  Найти область сходимости ряда  
 







1
12

3

1п
х

пп

п
. 

Решение.  Преобразуем  п-ный  член данного функционального 

ряда: 

 

























1

2

2

3

12

3

11
1

1

)(
xx

nnn
n

n

nn

n
xU n  
























1

2
2
3

22

3

11
1

х

х

пп

п

п
1

2
2
3

12 11
1

1



















х

х

пп

п

. 
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Сравним данный ряд с рядом  





1
12

1

п
х

п
,  который сходится при   

2х – 1 > 1  или  х  (1; +). Тогда исходный ряд будет сходящимся на 

интервале (1; +) по теореме сравнения в предельной форме.  

При  х = 1 ряд принимает вид  
 




 1
22

3

1п пп

п
  и является расхо-

дящимся по признаку сравнения в предельной форме 












1

льносамостоятерядомссравнить
1

п п
.  

Итак, область сходимости исходного ряда есть интервал  (1; +).  

Задача 10.  Найти область сходимости ряда  п

n

х
n

n 2

1 12

)1(
5




 


. 

Решение.  Данный ряд является степенным рядом – частный слу-

чай функционального. Поэтому задача решается с помощью признака 

Д’Аламбера или локальной теоремы Коши. 

Применим признак Д’Аламбера к ряду, составленному из абсо-

лютных величин членов исходного ряда: 

 

















1 1

22

12

)1(

12

)1(
55

n n

nn
xx

n

n

n

n
 

   











 





n
n

n

xn

n

n

n

xU

xU n

nn
x

25

5

1

1

12

1)1(2

)2(

)(

)( )1(2limlim  

22

32

12

)1(

)2(
5

5

lim xx
n

n

n

n

n











. 

Чтобы ряд сходился, составим и решим неравенство  

x
2
 < 1, 

|x| < 1. 

или  –1  x < 1  – это есть интервал сходимости ряда.  

Исследуем ряд на концах полученного интервала. При  x = ±1 

 
 

 







 








1

2

1 12

1

12

1
55

1
n

n

n n

n

n

n
 – имеем числовой знакоположительный 
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ряд, который расходится по следствию из необходимого признака 

сходимости, так как  
 

0limlim
12

1
5






 n

n

n
n

n
U .  

Итак, в данном случае интервал и область сходимости ряда сов-

падают:  x  (-1;1).  

Задача 11.  Найти область сходимости ряда  
 



 1 74

4
23

n
п

п

ххп
. 

Решение.  Найдем область допустимых значений переменной  х:  

х
2
 – 4х + 7 ≠0,  Д = 16 – 28 < 0, следовательно,  х

2
 – 4х + 7 > 0  при   

 х  R.  

Это значит, что исходный ряд при   х  R  имеет положительные 

члены. Исследуем его на сходимость по локальной теореме Коши: 

   
1

4
lim)(lim

74

4

74

4

74
2202

3


 xxxxnxxn nn

n
n

n
xU . 

Для нахождения интервала сходимости решим неравенство  

1
74

4
2


 хх

,   

4 < x
2 
– 4x + 7,   

x
2 
– 4x + 3 > 0  для всех  х  (-;1)  (3;+).   

Исследуем ряд на концах интервала.   

При  х = 1  функциональный ряд становится числовым знакопо-

ложительным рядом:  









 11

33

1

4

4

nn пп
п

п

  – сходится как обобщенный 

гармонический ряд  





1

1

n п
,   = 3 > 1.  

При  х = 3  функциональный ряд принимает аналогичный вид:  

 










 11

33

1

7129

4

nn пп
п

п

  – сходится. 

Итак, областью сходимости исходного функционального ряда яв-

ляется объединение полуинтервалов:  х  (-;1]  [3;+).   
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Задача 12.  Найти сумму ряда  






1

1
sin

n n

x
n

.  

Решение.  Исследуем ряд на сходимость по теореме Д’Аламбера:  

 
   

1sinlimsinlimlim
1sin1

sin

1

1 




 

 xx
n

n

xn

пx

xU

xU

nnn n

n

n

n ,  

–1  sin x < 1, x  R  и  х ≠ п


2
2

,  п  Z  

или                                          х ≠ п


2
,  п  Z. 

Рассмотрим ряд  






1

1sin
n

n x   и найдем его сумму: 

 





 ...sin...sinsin1sin 12

1

1 xxxx n

n

n  

 

Znnx

Sxq

xq

bb

x

q

b

n








































,,

,1sin

sin

1:

2sin1

1

1

1

1

. 

Степенной ряд можно почленно дифференцировать и интегриро-

вать по любому отрезку [x0; x], целиком принадлежащему интервалу 

сходимости. 

Умножим обе части предыдущего равенства на соs x, считая   

соs x ≠ 0.  











1

1

sin1

cos
cossin

n

n

x

x
xx  

Проинтегрируем последнее равенство по [0; x]: 

 











1 00

1

sin1

)sin1(
)(sinsin

n

xx
n

x

xd
xd ,  

x

x

n

x
n

x
n

0

01

sin1ln
sin






,  
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 xxx
n n

x
n

sin1lnsin1ln1lnsin1ln
1

sin






,  

так как                                     
2sin10

1sin1





x

x
 

Тогда искомая сумма равна 

 
x

x

n

x

n

n

sin

sin1lnsin

1

1









   

для                       ZnnxnxRx  


,,,
2

. 

Задача 13.  Найти сумму ряда   





0

76
n

nxn . 

Решение.  Исследуем ряд на сходимость по теореме Д’Аламбера:  

 
 

 

 
.11limlimlim

77

6

7

6

7

7

77

1 












 хxx
n

n

xn

xп

xU

xU

nnn n

n

n

n    

Получаем интервал сходимости (–1; 1), на концах которого ряд 

расходится (убедиться самостоятельно аналогично предыдущим при-

мерам).  

Представим исходный ряд в виде суммы двух степенных рядов и 

найдем сумму каждого: 

  













0

)2(

0

7

)1(

0

77 66
n n

n

n

nn xxnxn


  

Рассмотрим ряд (2): 

,......1
7

1

1721147

0

7

x

n

n

n xхxxx







  

как сумма членов бесконечно убывающей геометрической прогрес-

сии  (bn):  b1 = 1,   q = x
7
,  для всех  х  (-1;1). 

Дифференцируя почленно, получим: 

 
 

 27

6

27

1

7

1

1 7

0

17 17
х

х

x
хxn

n

n











 . 

Разделив обе части равенства на 7 и умножив на  х,  получим 
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сумму ряда (1):  

 27

7

7

10 x

x

n

nxn







.  

Итак,  

 
 

   27

7

27

77

727

7

1

56

1

16

1

6

10

7)6(
х

х

х

хх

xx

x

n

nxn















  для  | x| < 1.  

Задача 14.  Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 

2
2

3
)(

xx
xy


 . 

Решение.         
xxxxxx 
















1

1

2
12

1

1

1

2

1

2

3
2  

Каждую дробь рассмотрим как сумму членов бесконечно убыва-

ющей геометрической прогрессии: 

 



















 0

21
......1

1,

,1:

1

1

n

nnn
xxxx

xxq

bb

х
,  

1x  – область сходимости.  

 


























2,1где,

,1:

222
1

1
1

хq

bb

хx
x

n

  

 














0 22222
1...)1(...1

3

3

2

2

п

п
n

n
п

п
хxxxx

,  

где  |x| < 2 – область сходимости.  

Тогда  















 0

1)1(
12

2

1

2

3

n

nn x
n

xx
  для  )1;1(x . 

Задача 15.  Вычислить интеграл   
1,0

0

2100cos dxx   с точностью  

α = 10
-3

.  

Решение.  Воспользуемся разложением подынтегральной функ-

ции в степенной ряд:  
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 
 

Rxx
n

xxx
n

n
  для...1...1cos

!2!4!2

242

. 

Тогда 

     
 

 
 

...1...1100cos
!2

100

!4

100

!2

100
224222

2 
n

xxx
n

n
x   

  







 


dxdxx

хххx
1,0

0

1,0

0

2 ...1100cos
!8

10

!6

10

!4

10

!2

10
161612128844
















 1,0

0
...

!817

10

!613

10

!49

10

!25

10
171613129854

xxxx
x   




...
17

16

13

12

9

8

5

4

10!817

10

10!613

10

!4109

10

10!25

10

10

1
  

 09,0...
100

1

10

1

93600

1

2160

1

100

1

10

1
 .  

В записанной сумме считаем первых два слагаемых, так как 

1000

1

2160

1
   по теореме об оценке остатка знакочередующего ряда.  
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5. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ  

В ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЙ РЯД ФУРЬЕ 

 

5.1 Представление функции системой базовых функций 

Часто при изучении функций появляется необходимость пред-

ставления данной функции при помощи других функций, которые 

называются базовыми и свойства которых считаются известными.  

Пусть дана система базовых функций: 

1(х),  2(х), …,  n(x), … 

Представить данную функцию f(x) при помощи заданных базо-

вых функций означает разложить функцию f(x) в функциональный ряд:  

f(x) = с11(х) + с22(х) +…+ с nn(x) +…, 

где коэффициенты  ci – действительные числа. 
Имея такое представление, можно аппроксимировать данную 

функцию при помощи частичных сумм соответствующего ряда. Во-

прос о том, какими базовыми функциями представлять данную функ-

цию  f(x), зависит от свойств самой функции  f(x), а также от того, ка-

кие задачи необходимо при этом решать. Например, представление 

функции степенным рядом позволяет вычислять числовые значения 

функций, приближенное значение интегралов, находить решения 

дифференциальных уравнений. В случае степенных рядов в качестве 

базовых служат функции  1, х, х
2
, … Если изучаемая функция  f(x)  

является периодической (моделирует сложный периодический про-

цесс), то в качестве базовых, естественно, нужно выбрать тригоно-

метрические функции вида 

A sin(kx + ) = A sin  cos kx + A cos  sin kx = a cos kx + b sin kx, 

которые представляют простые гармонические колебания, и предста-

вить   f(x)  в виде ряда  f(x)   





0

sincos
n

nn nxbnxa . 

В зависимости от изучаемых функций и поставленных задач рас-

сматриваются и другие последовательности базовых функций. 
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5.2 Ортогональность тригонометрической системы функций 

Часто в качестве базовых функций служат так называемые орто-

гональные системы функций. 

Определение.  Система  функций  1(х),  2(х), …,  n(x), …  

называется  ортогональной  на  отрезке  [a;b],  если  для  любых  

натуральных  m,  k  имеет  место      
b

a

mk xx dx = 0  при  mk  и  

при  m=k    0
2  dxx

b

a

m . 

 

Теорема.  Система  тригонометрических  функций   

1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, …, sin nx cos nx, …       (5.1)   

является  ортогональной  системой  функций  на  отрезке  [;]   

(опустим доказательство сформулированной теоремы, учитывая тот 

факт, что интегралы, записанные ниже, сводятся к табличным, ис-

пользуя формулы тригонометрии). 

Приведем значения тех интегралов, которые нам понадобятся в 

дальнейшем. Каковы бы ни были целые числа  m  и  k,  имеют место 

следующие равенства: 













km

km
dxkxmx

если,

;если,0
coscos                   (5.2) 

 













km

km
dxkxmx

если,

;если,0
sinsin                    (5.3) 

0cossin 




dxkxmx ;                                (5.4) 

0cos 




dxkx ;                     0sin 




dxkx .               (5.5) 
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5.3 Тригонометрический ряд. Коэффициенты Фурье.  

Тригонометрический  ряд  Фурье 

 

Во многих технических задачах возникает необходимость пред-

ставлять произвольные функции через простейшие периодические 

функции. Такие задачи часто возникают в электротехнике:  предста-

вить ток, изменяющийся по сложному закону  I = I(t),  через простые 

синусоидальные токи  Ik = sin (t + 0). Математическим аппаратом 

для решения таких задач служат ряды, для которых тригонометриче-

ские функции (5.1) берутся в качестве базовых.  

Определение.  Тригонометрическим  рядом  называется  

функциональный  ряд  вида 

2

0а
+ a1 cos x + b1 sin x + … + an cos nx + bn sin nx + …          (5.6) 

Числа  
2

0а
,  a1, b1, …, an, bn  называются коэффициентами триго-

нометрического ряда (5.6). 

Допустим, что функция  f(x)  представляется на отрезке  [;]  

тригонометрическим рядом 

   





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaxf
a

                     (5.7) 

и предположим, что ряд (5.7) на указанном отрезке равномерно схо-

дится, а, значит, его можно почленно интегрировать. Вычислим ко-

эффициенты ряда  an, bn.  Интегрируя в пределах от    до    обе ча-

сти равенства (5.7), получим 

  
























 dxnxbdxnxadxdxxf
n

n
n

n

a
sincos

2

0 . 

По теореме, учитывая формулы (5.5), получим  

    ,2
2

0 




a
xdxf  

откуда 
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 





 dxxfa
1

0                                       (5.8) 

Умножая обе части равенства (5.7) на  cos nx,  n = 1, 2, 3, …,  по-

лучим 

  ...cossincoscoscoscos 11
0

2
 nxxbnxxanxnxxf

a
     (5.9) 

Интегрируя почленно равенство (5.9) в пределах от    до  , по-

лучим 

   












 dxnxxadxnxdxnxxf
a

coscoscoscos 1
0

2
 

 












 ...cossincos...cossin 2
1 nxdxnxbnxdxanxdxxb nn   (5.10) 

Согласно формулам (5.2)(5.5) все слагаемые правой части ра-

венства (5.10) равны нулю, кроме члена  




 .cos2
nn anxdxa  Следо-

вательно, из (5.10) получаем   ,cos 




nadxnxxf  откуда  

  dxnxxfan cos
1






 ,                                  (5.11) 

где  n = 1, 2, 3, … 

Заметим, что формула (5.8) является частным случаем формулы 

(5.11) при  n = 0.  Аналогичным образом, умножая (5.7) на  sin nx,  по-

лучим 

  dxnxxfbn sin
1






 ,                                  (5.12) 

где  n = 1,2,3, … 

Числа  an, bn,  вычисленные по формулам (5.11), (5.12), называют-

ся коэффициентами Фурье для функции  f(x). 
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Определение.  Тригонометрический  ряд   

 





1

0 ,sincos
2 n

nn nxbnxa
a

 

коэффициенты  которого  совпадают  с  коэффициентами  Фурье  

для  функции  f(x),  вычисленными по формулам  (5.8), (5.11), 

(5.12),  называется  рядом  Фурье  функции  f(x). 

Таким образом, каждой функции  f(x), для которой существуют 

интегралы  (5.11), (5.12), можно сопоставить ее ряд Фурье. При этом 

функция  f(x)  называется порождающей функцией своего ряда Фурье. 

Пример 1.  Составить ряд Фурье для функции  f(x) = х  на отрезке 

[; ]. 

По формуле (5.8) имеем  .0
2

11
2

0  









x
dxxa   

По формуле (5.11) получаем 















 














dxnxdxnxxa
nn

nxx
n sincos

1sin11





2

cos1
0

n

nx

.00
22

coscos










n

n

n

n
 

Далее, по формуле (5.12)  

 


















 
















dxnxdxnxxb

nn

nxx
n cos

1
sin

1cos1
 

    























0
cos2sincoscos1

2
n

n

n

nx

n

n

n

n  
.

21
1

n

n





  

Следовательно, функции  f(x) = x  соответствует ряд Фурье вида 

  










...1...sin2

sin

4

4sin

3

3sin

2

2sin 1

n

nxxxx n
x . 

 

На рис. 5.1 показан график функции  f(x) = x  и частичные суммы 

соответствующего ей ряда Фурье, содержащие один, два и три члена. 

Из рисунка видно, как графики частичных сумм ряда приближаются к 

графику функции  f(x)  при увеличении числа слагаемых суммы. 
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Р и с.  5.1 

 

5.4  Разложение в ряд Фурье функций, заданных на отрезке  

[; ] 

 

Как в случае ряда Тейлора, ряд Фурье не всегда сходится к по-

рождающей функции. Для формулировки условий сходимости ряда 

Фурье к порождающей функции введем некоторые дополнительные 

понятия. 

Определение.  Функция  f(x)  называется  кусочно-

непрерывной  на  отрезке  [a; b],  если  она  имеет конечное  число  

точек  разрыва  первого  рода  на  данном  отрезке  (рис. 5.2, 5.3). 

Определение.  Функция  f(x)  называется  кусочно-

дифференцируемой  или  кусочно-гладкой  на  отрезке  [a; b],  ес-

ли  ее  производная  является  кусочно-непрерывной  функцией  

на  [a; b]. 

 
 

 

0 +  х 

у 

f(x) = x  

2 sin x  











3

3sin

2

2sin
sin2

xx
x  











2

2sin
sin2

x
x  
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Р и с.  5.2            Р и с.  5.3 

 

Следующие теоремы Дирихле представляют собой достаточные 

условия поточечной сходимости ряда к порождающей функции, за 

исключением, быть может, точек разрыва и границ отрезка. 

Теорема.  Если  функция  f(x)  кусочно-дифференцируема  на  

отрезке  [; ],  то  ряд  Фурье  функции  f(x)  сходится  во  всех  

точках  х  [; ],  причем  в  точках  непрерывности  функции  

f(x)  его  сумма  равна  f(x),  в  точках  разрыва  функции  f(x)    

   
,

2

00  xfxf
  на  концах  отрезка    

   
.

2

00  ff
 

Определение.  Функция  f(x)  называется  кусочно-монотонной  

на  отрезке  [a; b],  если  его  можно  разбить  на   конечное  число  

интервалов так,  что  на  каждом  из  интервалов  функция  моно-

тонна.  

Теорема.  Если  функция  f(x)  кусочно-монотонна  и  ограни-

чена  на  отрезке  [; ],  то  ряд  Фурье  для  этой  функции  схо-

дится  во  всех  точках  х  [; ],  причем  в  точках  непрерыв-

ности  его  сумма  равна  f(x),  в  точках  разрыва  функции  f(x)  

   
,

2

00  xfxf
  на  концах  отрезка  

   
.

2

00  ff
 

Сформулированные теоремы мы принимаем без доказательства. 

Таким образом, если функция  f(x)  кусочно-дифференцируема 

или ограничена и кусочно-монотонна на отрезке [; ], то на этом 

отрезке имеет место разложение 

0 а b х 

у 

0 а b х 

у 
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   





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaxf
a

,                   (5.7) 

причем коэффициенты  an  и  bn  вычисляются по формулам (5.8), 

(5.11) и (5.12). Равенство (5.7) может нарушиться только в точках 

разрыва функции  f(x)  и на концах отрезка  [; ]. 

Так как функция   f(x) = х  дифференцируема на отрезке  [; ],  

то из примера 1 получаем разложение  

  










...1...sin2

sin

4

4sin

3

3sin

2

2sin 1

n

nxxxx n
xx . 

При этом значение полученного ряда на концах интервала равно  

   
,0

22

00


 ff
 

следовательно, сумма ряда равна значению порождающей функции  

f(x) = х  для всех точек интервала (; ). 

Заметим, что большинство функций, которые встречаются в ма-

тематике и ее приложениях, являются кусочно-дифференцируе-мыми 

функциями, поэтому для них ряд Фурье сходится к порождающей 

функции в обычном смысле. 

 

5.5  Разложение в ряд Фурье функций, заданных на отрезке 

ℓ; ℓ 
 

Пусть функция  f(x)  определена на отрезке  ℓ; ℓ.  Тогда под-

становкой tx





 переходим к функции ,










t
f


 которая определена 

на отрезке  [; ]. В самом деле, если  t = ,  то  х=  ℓ,  если t = ,  

то  х = ℓ  и при   < t <   имеем  ℓ < х < ℓ. 

Предположим, например, что исходная функция  f(x)  кусочно-

дифференцируема на отрезке  ℓ; ℓ,  тогда и полученная функция 

,










t
f


  на отрезке  [; ]  будет кусочно-дифференцируемой. Разла-
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гая функцию  ,










t
f


  в ряд Фурье на отрезке  [; ],  получим (всю-

ду, за исключением, быть может, точек разрыва функции и концов 

отрезка  [; ]): 

 













 1

0 sincos
2 n

nn ntbntaf
at

, 

где  ,cos
1

dtntfa
t

n 

















  n = 0, 1, 2, …; 

  ,sin
1

dtntfb
t

n 

















  n = 1, 2, … 

Перейдем к переменной  х.  Имеем dxdtt
x




 ,   и при этом   

t =     x=  ℓ,  t=     x = ℓ.  Итак,    

  
















1

0 sincos
2 n

nn xbxaxf
nna


,                 (5.13) 

где  

   













 
,coscos

11
dxxxfdxxxfa

nn
n   n = 0, 1, 2, …;    (5.14) 

   













 
,sinsin

11
dxxxfdxxxfb

nn
n   n = 1, 2, …     (5.15) 

Таким образом, функцию  f(x),  определенную на отрезке  [ℓ; ℓ],  

можно разложить в ряд Фурье (5.13), коэффициенты которого вычис-

ляются по формулам (5.14), (5.15). Равенство (5.13) может нарушить-

ся лишь в точках разрыва функции и на концах отрезка [ℓ; ℓ]. 

Пример 2.  Разложить функцию  f(x) = х  на интервале  (1; 1) в 

ряд Фурье. 

По формуле (5.13) (при  ℓ =1) имеем 

   





1

0 sincos
2 n

nn xnbxnaxxf
a

. 

Вычислим коэффициенты ряда по формулам (5.14), (5.15): 
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
 

 











1

1

1

1

22

1

1

1

1

cossinsin

1

1
cos

n

xn

n

xn

n

xn
dxxdxxnxan  

   .0coscos
22

1



nn

n
 

 
 












1

1

1

1

1

1

coscos

1

1
cos

1
sin

n

n

n

xn
dxxn

n
xdxxnxbn  

 

 

 












nnn

n
n

xn

11

1

2

121cos
sin . 

Таким образом, 

    














...1...sin

sin

2

2sin2 1

n

xnx n
xxxf   для  1 < x < 1. 

 

5.6  Разложение в ряд Фурье периодических функций 

Если функция  f(x)  является периодической с периодом  Т = 2,  

f(x + 2k) = f(x)  и для нее имеет место разложение в ряд Фурье на от-

резке  [; ],  то оно справедливо и на всей прямой  (; ). 

В самом деле, сумма тригонометрического ряда Фурье  

,sincos
1

0

2

















n
nn xbxa

nna


 если она существует, является перио-

дической функцией с периодом  2.  Это следует из того, что  

    ,cos2cos2cos nxknnxkxn   

    .sin2sin2sin nxknnxkxn   

Аналогично, если функция  f(x)  имеет период  Т = 2ℓ,  f(x + 2ℓk) = 

= f(x), то разложение ее в ряд Фурье имеет место для всей прямой. 

Так как для периодической функции периода  Т  интегралы по 

любым отрезкам длины  Т  равны между собой,    



Tb

b

Ta

a

dxxfdxxf ,  

то для вычисления коэффициентов Фурье периодической функции 

можно интегрировать по любому отрезку длиной  Т.  Так, если функ-
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ция имеет период  2 (2ℓ),  то в формулах  (5.11), (5.12)  (в формулах 

(5.14), (5.15) вместо [; ] ([ℓ; ℓ])  можно взять интегралы по отрез-

ку  [0; 2] ([0; 2ℓ]). 

Пример 3.  Разложить в ряд Фурье периодическую функцию  f(x),  

определенную следующим образом:  









xx

x
xf

0,

;0,0
 и  

f(x + 2) = f(x)  (рис. 5.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 
Р и с.  5.4 

Данная функция кусочно-дифференцируема, следовательно, раз-

ложима в ряд Фурье, имеющий вид:  

   .sincos
1

0

2






n

nn nxbnxaxf
a

 

При этом    ,
22

111

0

2

0

0











x

dxxdxxfa  

   









0

0

coscos0cos
111

dxnxdxnxdxnxxfan  

 





























 22
0

2
00

111coscos1sin1
sin

nn

n

n

nx

nn

nxx
n

dxnx . 

Отсюда  an = 0  при  n  четном и  



2

2

n
na   при  n  нечетном. 

Аналогичными вычислениями находим 
 

,

1
1

n

n

nb




  n = 1, 2,…  

Следовательно,   

у 

х 0   
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  

















xxxxf

x
3cossincos

9

2

2

2sin2

4
...

4

4sin

3

3sin




 xx
   

или                       












...cos

22
5

5cos

3

3cos2

4

xx
xxf  









 ...sin

4

4sin

3

3sin

2

2sin xxx
x . 

В точках  (2k + 1)  данная функция терпит разрыв, следователь-

но, в этих точках ряд принимает значение, отличное от значения 

функции. Так, при  х =   функция  f(x) = , в то время как сумма ряда 

равна 
   

.
22




ff
  Таким образом, при  х =   получаем 

....1
22

5

1

3

12

42













  Отсюда 


...1

22

2

5

1

3

1

8  
.

1
2

12

1



 n n
  

То, что ряд  
 




 1
2

12

1

n n
  сходится, можно определить при помощи 

признаков сходимости числовых рядов (например, интегрального). 

Здесь же в качестве побочного результата мы получили сумму этого 

ряда. 

 

5.7  Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций 

Сделаем два замечания, необходимые для дальнейших рассужде-

ний: 

1)  рассмотрим нечетную на отрезке  [ℓ; ℓ]  функцию  g(x),  т.е. 

такую, что  g(x)= g(x),  х  [ℓ; ℓ].  Из геометрических соображений 

ясно, что   







0dxxg   (рис. 5.5).  
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Р и с. 5.5 

 

2)  если функция  g(x),  х  [ℓ; ℓ],  четная, т.е.  g(x) = g(x),  то, 

очевидно,     





 0

2 dxxgdxxg   (рис. 5.6).  

 

 
 

Р и с.  5.6 

 

 

Рассмотрим разложение в ряд Фурье нечетных функций. 

Пусть  f(x)   нечетная на отрезке  [; ]  функция и, допустим, 

что для  f(x)  имеет место разложение (5.7). Так как в этом случае  

f(x)cos nx  нечетная функция,  f(x)cos n(x) = f(x) cos nx,  а произ-

ведение  f(x)sin nx  является четной функцией:  f(x) sin n(x) =  

= f(x) (sin nx) = f(x) sin nx,  то для коэффициентов ряда Фурье получим: 

  0
1

0  





dxxfa ; 

  ,0cos
1

 





dxnxxfan   n = 1, 2, 3, …; 

    ,sinsin
0

21






 dxnxxfdxnxxfbn   n = 1, 2, 3, … 
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Отсюда следует, что разложение нечетной функции  f(x)  в ряд 

Фурье имеет вид 

  ...sin...2sinsinsin 21
1






nxbxbxbnxbxf n
n

n       (5.16) 

Аналогично для четных функций  f(x)  получаем разложение  

  





1

0 cos
2 n

n nxaxf
a

...cos...2coscos 21
0

2
 nxaxaxa n

a
(5.17) 

Таким образом, если функция  f(x)  нечетная, то ее ряд Фурье со-

держит только члены с синусами;  если  f(x)  четная, то ее ряд Фурье 

содержит свободный член и только члены с косинусами. 

Подобные разложения можно получить для четных и нечетных 

функций, определенных на отрезке  [ℓ; ℓ]. 

Пример 4.  Разложить в ряд Фурье периодическую функцию   

у = f(x)  с периодом  2,  которая определена следующим образом: 

 
















,0при1

;,0при0

;0при1

x

Zkkx

x

xf  

задающую прямоугольный переменный импульс (рис. 5.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Р и с.  5.7 

 

Функция  f(x)  удовлетворяет условиям теорем Дирихле и, значит, 

разлагается в ряд Фурье. Вычислим ее коэффициенты Фурье. Так как  

f(x)  нечетна, то  an = 0  для всех  n.  Далее,  

у 

х 0 

1 

1 

 2 +2 + 
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  





















00

cos221
sin1sin

n

nx
dxnxdxnxxfbn  

 









 нечетном.при

четном;при0

cos1 4
2

n

n

n

n
n

 

Следовательно,    






...sin

5

5sin

3

3sin4 xx
xxf

 
,...

12

12sin










k

xk
  

где  k = 0, 1, 2, … 

Пример 5.  Разложить в ряд Фурье периодическую функцию   

у = f(x)  с периодом  2 ℓ,  заданную на отрезке  [ℓ; ℓ]  формулой   

f(x) = |x|,  задающую симметрический треугольный импульс (рис. 5.8).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Р и с.  5.8 

 

 

Так как рассматриваемая функция четная, то  bn = 0,  n = 1, 2, … 

Далее,                        ,
0

0

2





  dxxa  














 нечетном.при

четном;при0

cos
220

4
2

n

n

dxxa

n

xn
n 





 

Следовательно, на отрезке  [ℓ; ℓ]  

 

  




























......cos
2

12

12
cos

3

cos
4

2
22

3

k

k
x

xx 



  . 

 

у 

х 0 ℓ ℓ 
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5.8  Разложение в ряд Фурье функций, заданных на произ-

вольном отрезке [a; b] 

 

Пусть дана кусочно-дифференцируемая функция  f(x),  опреде-

ленная на отрезке  [a; b].  Перенеся начало координат в середину от-

резка  [a; b],  мы получим новую систему координат, относительно 

которой область определения функции  f(x)  имеет вид  [ℓ; ℓ],  где  

.
2

ab 
   Следовательно, для функции  f(x)  можно получить разло-

жение в ряд Фурье вида (5.13). 

Если перенести начало координат в точку  х = а,  то область 

определения функции  f(x)  будет иметь вид  [0; ℓ],  где  ℓ = b  a.  

Продолжим "нечетным образом" функцию  f(x)  на отрезок  [ℓ;0],  

т.е. определим функцию   

 

 















].0;[,

;0,0

];,0(,





xxf

x

xxf

xf  

Функция  f(x)  является нечетной, следовательно, она разлагается 

в ряд Фурье только по синусам. 

Продолжая "четным образом" функцию  f(x)  на отрезок  [ℓ; 0], 

т.е. введя в рассмотрение функцию  
 

 








]0;[,

];0[,





xxf

xxf
xf ,  кото-

рая является четной, аналогично получим разложение данной функ-

ции в ряд Фурье, только по косинусам. 

Таким образом, любая функция  f(x),  определенная на произ-

вольном отрезке  [a; b]  и удовлетворяющая на этом отрезке условиям 

теорем Дирихле, может быть разложена в ряд Фурье по синусам и ко-

синусам, а также только по синусам, или только по косинусам. 

Пример 6.  Разложить функцию  f(x) = х  на отрезке  [0; ]  в ряд 

по синусам. 

Продолжая эту функцию нечетным образом на  [; 0],  будем 

иметь f(x)=х;  тогда an = 0,  n = 0,1,2, … и   .1sin
22 1

0





 
n

n dxnxxb  
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Следовательно, во всех точках промежутка  [0; ]  имеет место раз-

ложение 

  ....1...sin2
2sin

4

4sin

3

3sin

2

2sin 1












n

nxxxx n
xx  

В точке  х =   равенство нарушается:  значение функции равно  

,  а сумма ряда  0. 

Пример 7.  Разложить функцию  f(x) = х  на отрезке  [0; ]  в ряд 

по косинусам.  

Продолжая эту функцию четным образом на  [; 0], получим  

f(x) = |х|.  

Имеем:  bn = 0 (n = 1, 2, …),  a0 = ,  











нечетном.при

четном;при0

2

4
n

n

a

n

n     

Следовательно, на отрезке  [0; ]   

 

 
.......cos

22
12

12cos

3

3cos4

2 






















k

xkx
xx  

 

5.9  Разложение в ряд Фурье некоторых функций, встречаю-

щихся в электротехнике 
 

В электротехнике и радиотехнике нередко встречаются периоди-

ческие функции, непрерывные или имеющие точки разрыва первого 

рода внутри отрезка     или на его границах. Рассмотрим неко-

торые примеры разложения в ряд Фурье таких функций. 

Пример 8.  Разложить в ряд Фурье кривую двухполупериодного 

выпрямленного синусоидального тока (рис. 5.9): 
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
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










.если,sin

;0если,sin

2
ttA

ttA
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Р и с.  5.9 

 

Данная функция может быть представлена в виде  i(t) = |A sin t|,  

  t  . 

Полагаем  t = х  и распространяем функцию периодически на 

всю прямую. Тогда     .sin xAtIitiy
x












 Так как полученная 

функция  f(x)  четная, то  bk = 0.  Вычислим коэффициенты  ak. 

  








0
0

0

0 cossinsin
222

xdxxAdxxAa
A

 

   ,0coscos
42




AA
 

    





00

1sin1sincossin
2

dxxkxkdxkxxAa
A

k  

    .1cos1cos
0

1

1

1

1













xkxk

kk

A
 

При  k  нечетном  ak = 0,  при  k  четном  
 

.
1

4
2



k

A
ka  

Функция  I(x)  разлагается в ряд Фурье вида 

  ...,6cos4cos2cos
35

4

15

4

3

42



xxxxI

AAAA
 

а исходная функция, следовательно, в ряд Фурье вида 

  ....6cos4cos2cos1
35

2

15

2

3

22











tttti

A
 

у 

х 0 

А 

 2 +2 + 
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Пример 9.  Разложить в ряд Фурье кривую однополупериодного 

выпрямленного синусоидального тока (рис. 5.10): 

 











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


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
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ti  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Р и с. 5.10 

 

Положим,  t = x.  Тогда 

   
 

   




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






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Имеем      ,cossin
211

0
0

0










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



0
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11
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Используя результаты примера 8, получим при  k  нечетном  ak=0,  

при  k  четном  
 

.
1

2
2



k

A
ka  

Далее,    






0

.sinsinsin
11

dxkxxAdxkxxIbk   Если  k=1,  то 
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  если  k  1,  то  bk = 0. 

у 

х 0 

А 
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Функция  I(x)  разлагается в ряд Фурье:    


xxI
AA

sin
2

 

 
...2cos...6cos4cos2cos

14

2
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2
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2
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2
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Следовательно,   

    








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2
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A
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


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
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Задания для самостоятельного решения 

1. Показать, что многочлены Лежандра  Р0(х) = 1,  Р1(х) = х,   

Р2(х) =  ,13 2

2

1
x   Р3(х) =  ,35 3

2

1
xx    Р4(х) =  33035 24

2

1
 xx   орто-

гональные на отрезке  [1; 1]. 

2. Выяснить, ортогональны ли на отрезке  [1; 1]  следующие 

функции: 

а)  1(х) = х + 1,   2(х) = х
2
; 

б)  1(х) = ,
2

хх
ее



   2(х) = .

2

хх
ее



 

3. Разложить в ряд Фурье следующие функции: 

а)  f(x) = 

















;0при,

;0при,

4

4

x

x
 

б)  f(x) = 4  х  только по синусам в промежутке  (0; 4]; 

в)  f(x) = 4  х  только по косинусам на отрезке  [0;4]. 

4. Разложить функцию  у = х
2
  в ряд Фурье: 

а)  в интервале  (; ); 

б)  в интервале  (0; 2). 

При помощи полученных разложений вычислить суммы следу-

ющих числовых рядов: 

......1
2221

1

3

1

2

1


n
S ; 
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  ...1...1
2

1

222

1

3

1

2

1




n

n
S ; 

 
......1

2223
12

1

5

1

3

1


n
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5.10  Индивидуальное задание по теме "Ряды Фурье" 

Разложить в тригонометрический ряд Фурье по косинусам лома-

ную, проходящую через три данные точки на отрезке   . 

Порядок выполнения: 

1)  построить график ломаной на   ; 

2)  составить уравнение ее звеньев в виде  у = А1х+В1,  у = А2х+В2;   

3)  определить коэффициенты Фурье; 

4)  вычислить числовые значения коэффициентов  а0,  а1,  а2,  а3,  

а4   с точностью 0,01;   

5)  выполнить контроль на ЭВМ. Построить частичные суммы 

ряда  S0, S1, S2, S3. 
 

№ 
вар. 

А В С № 
вар. 

А В С 

х у х у х у х у х у х у 

1 0 1 /2 2  1 17 0 2 /3 3  2 

2 0 2 /3 3  2 18 0 3 /2 4  3 

3 0 3 /4 4  3 19 0 4 /6 2  4 

4 0 4 /2 1  4 20 0 1 /4 1  4 

5 0 1 /3 2  4 21 0 2 /2 2  3 

6 0 2 /4 3  3 22 0 3 /3 3  2 

7 0 3 /2 4  2 23 0 4 /4 4  1 

8 0 4 /3 1  1 24 0 4 /6 2  2 

9 0 1 /4 2  1 25 0 3 2/3 3  3 

10 0 2 /6 3  2 26 0 2 /2 4  4 

11 0 3 /2 4  3 27 0 1 /3 5  4 

12 0 4 /3 1  4 28 0 2 /4 1  3 

13 0 1 /4 2  1 29 0 3 2/3 2  2 

14 0 2 /6 3  2 30 0 4 /2 3  1 

15 0 3 2/3 4  3 31 0 2 /3 4  2 

16 0 4 /2 1  4 32 0 1 /4 2  1 

 

Примечание .  Номер варианта студента соответствует порядковому номеру его фамилии в 

журнале успеваемости преподавателя. 
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